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EINLEITUNG

Bei der Suche nach einer besten Approximierenden einer stetigen Funk-
tion f auf einem kompakten Raum beziiglich eines Funktionensystems }/ ist
es von Vorteil, wenn sich Invarianzeigenschaften der Funktion f auch auf
Minimallésungen itbertragen (Meinardus [13]), weil dadurch unter Umstin-
den das Approximationssystem wesentlich eingeschrinkt werden kann, ohne
daB die Minimalabweichung gedndert wird. Mcinardus [13] gab dazu fol-
gendes Beispiel: f(x, y) sei stetig auf einem kompakten Bereich der reellen
(x, y)-Ebene, der bei einer Drehung um 2#/3 in sich iibergeht. Ist f(x, ) bei
dieser Drehung invariant und betrachtet man dic Approximation durch
Polynome

e

10, 130
vom Grad = 2, so gibt es Mimimalldsungen der Form « -+ B(x? + »?).

Fiihrt man Polarkoordinaten (r, ¢) ein, dann kann man das Problem zu
der Aufgabe Uberfiihren, eine oberhalbstetige Funktion f+ und eine unter-
halbstetige Funktion f— auf einem kompakten Bereich BC R gleichzeitig
beziiglich {« + Br2l«, € R} zu approximieren. Dabei haben 7" und f-
noch die Eigenschaft: f=(r) = f~(r) fiir alle r € B.

Eine andere praktische Motivierung der Simultanapproximation erkennt
man, wenn man eine Funktion approximiert, die auf einer Rechenmaschine
durch Intervallarithmetik gefunden wurde. Diese Funktion hinge beispiels-
weise von reellen Parametern ab, fiir die man nur obere und untere Schranken
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angeben kann. Dan ist es sinnvoller, alle die Funktionen, deren Parameter in
diesem Zulissigkeitsbereich liegen, gleichzeitig beziiglich der vorgegebenen
Approximationsmenge zu approximieren als irgendeine von ihnen.

Dunham [11] hat das erstgenannte Problem, eine oberhalbstetige Funktion
f+ und eine unterhalbstetige Funktion f~ mit f~(x} = f(x) fir alle xe B
gleichzeitig zu approximieren, fiir B = [a, b} und unisclvent Approximations-
funktionen (vgl. Rice [16]) untersucht. Er zeigte, dall eine Minimallosung
entweder durch einen Straddlepunkt oder durch eine Alternante charakteri-
siert wird. Im letzteren Fall ist die Minimallosung auch eindeutig. Diaz und
MecLaughlin [9] bewiesen, dafl man die Simultanapproximation einer Menge
von gleichmiBig beschrinkten, reellwertigen Funktionen auf die Simultan-
approximation einer oberhalbstetigen und einer unterhalbstetigen Funktion
zuriickfithren kann.

Kiirzlich betrachteten Diaz und McLaughlin [10] die gleichzeitige Approxi-
mation einer Menge von gleichmiBig beschriankten, komplexwertigen Funk-
tionen auf einem kompakten, metrischen Raum B beziiglich eines n-dimen-
sionalen Haarschen Unterraums von C(B). Sie zeigten, dal3 dieses Problem
so umgeformt werden kann, daB die Approximation einer oberhalbstetigen
Abbildung H: B— #(C) vorliegt (#(C) = Menge der kompakten Teil-
mengen # ¢ von C). Weiter bewiesen sie, dal3 fiir eine Minimalldsung eine
Modifizierung des Kolmogoroffschen Kriteriums notwendig und hinreichend
ist. Ihre Arbeit enthiilt ferner einen Existenz- und einen Eindeutigkeitssatz.

in dieser Arbeit soll die nicht-lineare Simultanapproximation betrachtet
werden. Im Gegensatz zu Diaz und McLaughlin [10] geben wir direkt eine
oberhalbstetige Abbildung vor und approximieren diese beziiglich einer
Menge stetiger Funktionen: B sei ein kompakter Raum und S(B) der lineare
Raum der auf B beschrinkten, komplexwertigen Funktionen. Durch
i/ = supgep | f(x)I wird S(B) ein normierter Raum. C(B) sei dic Menge
der auf B stetigen, komplexwertigen Funktionen (C(B) C S(B)) und V eine
Teilmenge von C(B).

Aufgabe (Al): Zu einer vorgegebenen oberhalbstetigen Abbildung (Defini-
tion 1.1) H: B — #'(C) suchen wir ein Element v, € V der Art, dald

sup sup !rg(x) — z| <sup sup Cu(x) — o

xeB zeff(x) xeB zeH({x)
fur jedes Element » € V. Ein solches Element heift Minimallgsung von H
beziiglich » und die Zahl inf,., SUP..p SUPser(a | 0(x) — z | hetbt Minimal-
abweichung. Wir bezeichnen sie mit p,(H).

Das verallgemeinerte Kolmogoroffsche Kriterium ist stets hinreichend fiir
eine Minimallosung (Satz 3.2), aber im allgemeinen nicht notwendig. Jedoch
gelingt es, eine Klasse von Funktionensystemen (wir nennen sie in Analogie
zu Brosowski [5] stark reguldr (Definition 3.2)) zu definieren, die gerade
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dadurch charakterisiert werden, daB fur sie das verallgemeinerte Kolmogo-
roff-Kriterium notwendig ist.

Hingen die approximierenden Funktionen von einem Parameter ab und
sind sie nach diesem Parameter Fréchet-differenzierbar, so 1aBt sich ein not-
wendiges Kriterium der gewohnlichen Tschebyscheff-Approximation von
Meinardus und Schwedt [14], das die Fréchet-Ableitung benutzt, auf die
Simultanapproximation verallgemeinern (Satz 3.9). Dariiberhinaus kann man
ein weiteres notwendiges Kritertum mittles konvexer Mengen, dhnlich denen
von Cheney und Loeb [7], Brosowski [3. 4, 5] angeben (Satz 3.10). Beide
Kriterien erweisen sich als hinreichend, talls das Funktionensystem V' zusiitz-
lich asymptotisch konvex und der Bedingung (B) geniigt (Satz 3.11 und Satz
3.12).

Durch Einfithren von Extremalmengen (Definition 3.4) erhilt man ein
hinreichendes Kriterium fiir die Eindeutigkeit der Minimallsung bei stark
reguldren Funktionensystemen (Satz 3.13). Fiir Systeme, die zusdtzlich nach
dem Parameter differenzierbar sind und der lokalen Haarschen Bedingung
geniigen, wird ein weiteres hinreichendes Kriterium bewiesen, das sich fiir
asymptotisch konvexe Funktionensysteme, die der Bedingung (B) geniigen.
noch vereinfacht (Satz 3.15 und Satz 3.16). Entsprechende Kriterien wurden
bei Approximation einer stetigen Funktion durch Elemente asymptotisch
konvexer bzw. regulirer Funktionensysteme von Meinardus und Schwedt
{14] und Brosowski {3, 4, 5] bewiesen.

I. TOPOLOGISCHE HILFSMITTEL UND BEZEICHNUNGEN

X sel ein topologischer Raum. Ist x € X, dann bezeichnen wir mit U(x)
und W(x) Umgebungen von x in X. Fiir £C X bedeutet # £ das Komplement
von E in X, E die abgeschlossene Hiille von E und £ das Innere von E.
Weiter sel

X)) ={ECX[E # ]
H(X) = {EC X | E kompakt und £ % =}

DepmvTION 1.1 (Hahn [12], Michael [15]). Sind X und Y topologische
Riume, dann heiBt eine Abbildung f: X — o7(Y) oberhalbstetig in x € X,
wenn es zu jeder in Y offenen Menge G mit f(x) C G eine Umgebung U(x)
gibt, so daB f(U(x)) C G ist.

Dabei ist fiir £C X die Bildmenge f(E) definiert als f(£) :={ye Y|es
gibt ein x € £ mit y € f(x)}.

Diese Oberhalbstetigkeit mull man sehr wohl von der bei reellwertigen
Funktionen unterscheiden.
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DeriNiTION 1.2 (Bourbaki [2]).  Eine Funktion /2 X — R heiBt oberhalb-
stetie in x € X, falls zu jeder reellen Zahl /4 > f(x) eine Umgebung U(x)
existiert mit f(x") < & fir alle x" e U(x).

Analog definiert man unterhalbstetige Funktionen.

DerINITION 1.3, Eine Funktion f: X — R heillt unterhalbstetig in x ¢ X,
falls zu jeder reellen Zahl i << f(x) eine Umgebung U(x) existiert mit
fx") = htir alle x" € U(x).

Gilt die Eigenschaft von Definition 2.1 (2.2 bzw. 2.3) jeweils fiir alle
x € X, dann sprechen wir von einer oberhalbstetigen Abbildung (oberhalb-
stetigen bzw. unterhalbstetigen Funktion).

Satz 1.1, Ist X kompakt undf: X — #(Y) eine oberhalbstetige Abbildung,
dann ist f(X) kompakt in Y.

Beweis (vgl. Michael [15] oder Berge [1]). Wir wollen noch erwihnen,
was wir unter kompakt genau verstehen: Ein topologischer Raum X heif3it
kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von X eine endliche Uberdeckung
enthdlt.

Satz 1.2, Ist X kompakt und f: X — R eine oberhalbstetige (unterhalb-
stetige) Funktion, dann gibt es einen Punkt xy€ X mit

Sflxg) = sg};./’(x) (f(xg) = iI;;f( J(x)).

Beweis (vgl. Bourbaki [2]). Wir brauchen noch eine Definition iiber Men-
gen A und B in einem metrischen Raum M.

DErINITION 1.4, Die obere Entfernung zweier Mengen 4 und B in einem
metrischen Raum M wird definiert durch

d(4, B) = d(B, A) := sup d(a, b),
acA
beB

wobei d die Metrik von M ist.
Fir die obere Entfernung der Mengen 4 und B gilt die Dreiecksunglei-
chung:
d(4, B) =< d(A, C) + d(C, B), wobei CC M ist.
Ist S eine Teilmenge eines linearen Raumes, dann bezeichnen wir mit

conv(S) die konvexe Hiille von S.
In der komplexen Ebene C setzen wir

Ufz) : ={zeCllz—2| < €.
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Mit Z bezeichnen wir die zu z konjugiert komplexe Zahl und mit Re(z) den
Realteil von z. Sind ¢, d € C?, so bezeichnen wir mit {c, d> das Skalarprodukt
m C»,

AuBerdem benutzen wir die Abkiirzung o.B.d.A. fiir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit.

2. SIMULTANAPPROXIMATION MEHRERER FUNKTIONEN UND APPROXIMATION
OBERHALBSTETIGER ABBILDUNGEN

Diaz und McLaughlin [10] betrachteten folgende Situation: F sei eine
nichtleere Menge von gleichmiBig beschrinkten, komplexwertigen Funk-
tionen auf dem kompakten, metrischen Raum B mit der Metrik ¢, V ein
n-dimensionaler Haarscher Unterraum von C(8). Gesucht ist ein v, € ¥ mit

infsup [ f— vi|=sup|lf— o,
VeV feF fer

Definiert man fiir x€ B
h(x): = {z e C] es existiert f€ F mit f(x) = z}

und

Hoo = 0 U # ») 2.1

€0 \d(x,y)<e

dann st H eine oberhalbstetige Abbildung und beide Autoren zeigten:

sup [/ — vl = sup sup |z — () = sup d(e(x), HE).  (22)

xe€B zeH(x)

Die urspriingliche Aufgabe ist also iibergefithrt zu der Aufgabe, eine ober-
halbstetige Abbildung beziiglich V' zu approximieren.

Wir betrachten nun die etwas allgemeinere Situation: F sei eine nichtleere
Familie von gleichmiBig beschridnkten, komplexwertigen Funktionen auf
dem kompakten Raum B, der das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt, d.h. jeder
Punkt von B besitzt eine abzdhlbare Umgebungsbasis. 1 sei eine Teilmenge
von C(B). Nun definieren wir die Abbildung H durch

es existiert eine Folge {(x, , z,)} mit
(1) x,eB

H(x):=1ze€C|(2) x, »> xflirn—> . (2.3)
(3) z, € h(x,)
@) z, > zfirn — «
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Diaz und McLaughlin [10] zeigten schon, dal diese Definition von H zu
(2.1) dquivalent ist, falls B ein metrischer Raum ist.

Hivrssatz 2.1.  H wie in (2.3) ist eine oberhalbstetige Abbildung von B in
A(C).

Beweis. Nehmen wir indirekt an, / sei in x, € B nicht oberhalbstetig,
d.h. es existiert eine offene Umgebung G von H(x,), so daB fiir jede Umgebung
U(x,) gilt: Es existiert ein £ € U(x,) mit H(¢) € G. Sei nun {U,} Umgebungs-
basis von x, mit

U,o2U,OU,D+, und x,elU, mit Hx,)?G,

zB.z,e Hx,)und z, ¢ G.

Dann gilt x,, — x, fir n — o0, und zu {z,} gibt es einen Hiufungspunkt
zy, da die Folge beschrdnkt ist. Wir konnen o0.B.d.A. annehmen: z, — z,
fiir n — 0.

Da z, € H(x,), gibt es eine Folge {(£{, n{™)} mit

(1) & eB,

(2) &M x, fir k— oo,
3 7 e hED),

4 7 -z, fir k— .

Wir wihlen nun zu (x, , z,) die Zahl k,, so, daB
(D &) e U,
) 19 =zl < .
Dann gilt fiir die Folge {(£{, n{")}:
() & eB,
(2) §§Z) —x, fiur n-— oo,
(3) i) e h(ED,
4 17,?;) — 7, fir n— o .

Also ist z, € H(x,), im Widerspruch zu z, ¢ G.
Auf dhnliche Weise zeigt man, dal H(x,) abgeschlossen ist. Da F gleich-
méBig beschrdnkt ist, ist H{x,) beschrinkt, also kompakt.



216 BLATT

HiLrssatz 2.2, Istve V, dann gilt:

sup {'f - v} == sup sup |z - o(x) = sup d(v(x), H(x)).
x=B

feF X€B :z=H(x)

Beweis. Da h(x) C H(x) fur alle xe B, folgt fir jedes fcF und jedes
x e B:

LX) — e(x) < d(u(x), H(x))  und 1 f — v sup d(u(x), H(x)).
XEB

Also gilt auch:

sup L/ — ¢ < sup d(v(x), H(x)).

feF xEB
Wir wollen nun zeigen, daB die Ungleichung umkehrbar ist: Dazu sei
{(x,, , z,)} eine Folge mit x, € B,

z, € H(x,) und Iim |z, — v(x,)] = sup sup iz — v(x).

n-wn x€B zeH(x)

Da z,e€ H(x,), gibt es wic im Beweis von Hilfssatz 2.1 eine Folge
{(€{7, 1)} mit den dort angegebenen Eigenschaften. Sei nun &, so gewdhit,
dal

(1) ;772’,‘,) a Zni “ 1/”
@ 1eE) — v < 1n.
Weil 5, € h(§"), gibt es ein Element £, € F mit /;, (§[") = 5[’
Dann gilt:
e, — 0] 2 160 — o@D = (i) — w(&)
= I U(Xn) - ZnJ - } U(X") - L(gl(c:))l nl(bz) Zn }
el u(Xy) - Zp - 2[n.
Also ergibt sich:

sup i/ — vf = lim | o(x,) — z,, ¢ == sup sup |z -- v(x).
feF n— X€B zeH(x)

Aus diesen beiden Hilfssdtzen ergibt sich also, dall wir die urspriingliche
Aufgabe libergefiihrt haben zu dem Problem, eine oberhalbstetige Abbildung
H: B — X (C) zu approximieren.

B sei nun ein kompakter Raum, I C C(8), und eine oberhalbstetige
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Abbildung H: B— «/(Cg) sei beziglich V* zu approximieren. Dabei ist
Cgi={ceCljc| < Kjund K >0
Fiir jedes v e V' gilt:
Hetwl HO) — sup et — 21— max () — 2L 24

zeH{x) ceH{x)

Betrachten wir die Abbildung

H:B— X (C)
X = H(x),

so wollen wir zeigen, daf3 H ebenfalls oberhalbstetig ist: Sei x,€ B und G
eine offene Umgebung von H(x,). Da H(x,) kompakt ist, gibt es eine abge-
schlossene Umgebung G, von H(x,) mit G, C G. G, ist aber auch Umgebung
von H(x,). Zu G, existiert nun eine Umgebung U(x,), so daB H(x) C G, fiir
alle x € U(x,). Dann folgt aber auch:

Hx)CG,CG fur alle x e U(xy).

Also ist H oberhalbstetig.
Aus (2.4) folgt:

sup d(v(x), H(x)) = sup d(v(x), H(x)).

Wir diirfen uns also in allen Fillen auf das Problem beschrinken, eine
oberhalbstetige Abbildung H: B — 2(C) beziiglich V' zu approximieren
(Aufgabenstellung (Al)).

HiLrssaTz 2.3, Setzt man g, (x) .= d(v(x), H(x)) fiir die oberhalbstetige
Abbildung H: B— #(C) und x € B, dann ist g, eine auf B oberhalbstetige
Funktion.

Beweis. Sei x,€ B8 und & > g.(x,): Wir setzen € := (h — g,(x,))/2 und
U:= UzeH(%) Ufz). U ist offen und fH(x,) C U. Da H oberhalbstetig ist in
X, , existiert eine Umgebung W;(x,) mit H(x) C U fir alle x € W,(x,). Zu
jedem ¢ € H(x) mit x € Wy(x,) existiert also ein z, € H(x,) mit | § — z,| < e.
Also gilt fur x € Wi{x,):

d(v(xo), H(x)) = Sup | v(xy) — €|
< sup {lo(xg) — z: | +1ze — €1}
feH(x)
< sup [o(xy) —z| + e

zeH(xy

= d{r{xe), H(xy) + e
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Nun gilt fiir alle x € B:
gu(x) = d(v(x), v(xy)) + d(v(x,), H(x))
= v(x) — olxg) -+ ‘_l(l"(xo), H(x)).

Da u{x) stetig ist in x,. existiert eine Umgebung Wy(x,), so daB
[ v(x) — v(x)l < e fiir alle x & Wi(x,).
Damit gilt fir x € Wi(x,)) N W(x,):

gulX) < golxg) -1- 2 = A

Also ist g, in x, oberhalbstetig.
Nach Satz 1.2 nimmt g, auf dem kompaktem Raum B ihr Maximum an:

sup d(e{x), H(x)) = max d{v(x), H(x)).
x€8 x€B
Wir wollen noch einige Bezeichnungen einfiihren:
A(w) == max d(v(x), H(x))

NM(r) := {x € B d(u(x), H(x)) = A(v)}

D[H, v} i= {(x,z)e B x Clze H(x)und | v(x) — z | = A(v)}
NIH, v, x] 1= {z€ H(0)| | o(x) — 2| = d(x), H(x).

Die Mengen M(v), D[H, v] und M[H, v, x] sind nicht leer.

HiLrssatz 2.4, Di(v) is abgeschlossen in B.

Beweis. Sei x € €M), d.h. g x) = d(v(x), H(x)) < 4(v): Da g,
oberhalbstetig ist, existiert eine Umgebung U(x) mit g, (x) < 4(v) fur alle
x' e Ux).

Also ist #9(v) offen und damit 9i(v) abgeschlossen.

HiLrssaTz 2.5, D[H, v] ist kompakt in B < C.

Beweis. 6 D[H, v] = {(x,z)e B x C!|z¢ H(x) oder | v(x) — z | << A(v)}.

{a) (xy.zy) € €D[H, v] mit z, ¢ H(x,): Dann existieren offene Umge-
bungen U; und U, von H(xg) bzw. z, mit U; N U, = . Da H(x) oberhalb-
stetig ist, gibt es eine offene Umgebung W(x,), so dall H(x) C U, fir alle
x € W(x,).

Dann gilt auch

Hx)yn U, = @ fur alle  x e Wixy).
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W x U, ist eine offene Umgebung von (x;,, z¢) in B X C und W x U, C
¢D[H, t].

(b) (xp, zo) EED[H, v] mit | v(xy) — z, | < A(v): Da | v(x) — z | eine
stetige Funktion von B » C in R ist, gibt es eine offene Umgebung U von
(Xo, Zo) Mit | 2(x) — z | < A(e) fir (x, z) € U.

Aus (a) und (b) folgt: D[H, v] ist abgeschlossen in B « C. Da nach Satz 1.1
die Bildmenge von H beschriankt in C ist, ist D[H, e] kompakt.

3. SIMULTANAPPROXIMATION MIT ALLGEMEINEN FUNKTIONENSYSTEMEN

Ein EinschlieBungssatz fir bie Minimalabweichung und ein hinreichendes
Kriterium fiir eine Minimallosung

Durch den folgenden Satz wird die Minimalabweichung p,(H) zwischen
zwei reellen Zahlen eingeschlossen. Dieser Satz umfalBt als Spezialfille den
EinschlieBungssatz von Collatz [8] fiir lineare und den von Meinardus und
Schwedt [14] fiir nichtlineare Tschebyscheffapproximation einer stetigen
Funktion.

Satz 3.1. v, sei ein Element aus V und D eine Teilmenge von B mit fol-
genden Eigenschaften:

(1) z — vy(x) == O fiir alle x € D und z € W[H, vy, X]
(2) Es gibt kein ve V, so dap fiir alle xe D und z ¢ R[H, vy, x] der
Ausdruck

Re{(z — v(0))e(x) — vg(x))} = 0 ist.
Dann gilr:

inf d(o(x), H(x)) < prlH) < Alxy).

Beweis. Nimmt man indirekt an, es sei p,(H) < inf,., d(r,(x), H(x)),
dann gibt es ¢in v € V mit

pv(H) < A(r) < inf d(zy(x), H(x)).
xeD

Insbesondere gilt fiir x € D:

d(v(x), H(x)) < d(vg(x), H(x)).
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Also gilt fir x e D und z ¢ N[H, v, . x|:

ox) — 2| <2 py(x) — 2z
oder
0 < irplx) -2 — v{x)—z
Wegen (1) folgt dann:
0 < Jog(x) — z i [logx) — 2 — o(x) — zf]

vo(x) — 22— jeglx) — 20| o(x) -z

< (0y(X) — 2)eg(x) — 2) — Ref{(ry(x) — 2)(t(x) — 2}
~ Ref(z — vp(0))(X(x) — v(x))}
Dies ist aber ein Widerspruch zu (2).

Aus diesem Satz ergibt sich sofort ein hinreichendes Kriterium fiir eine
Minimallésung.

Satz 3.2. Ist H: B-> #(C) oberhalbstetig, voc V und gilt fiir jedes
ve Vdie Ungleichung

min  Ref(z — r(x))(e(x) — ro(x))} < 0,

(x,2}eD[H . vy}
dann ist vy Minimallosung zu H beziiglich V.

Beweis. (a) Ist z — gy{x) = 0 fur emn (x,z)e D[H, ¢,]). dann ist p
Minimallosung zu H.

(b) Istz - vy(x) £ 0 fur alle (x. z) € D[H. 1], dann gilt nach Satz 3.1:

Ay = prlH) =it dlrglx), HX)) = A(vy).

xeM(rvy)

Also ist v, Minimallosung zu H beziiglich 1.

Stark regulire Funktionensysteme. Notwendige Kriterien fiir eine Minimal-
losung. Beispiele.

Das Kriterium von Satz 3.2 ist nicht notwendig, wie sich schon in einem
Spezialfall der Simultanapproximation, der Approximation einer einzigen
Funktion, zeigt (Meinardus und Schwedt [14]). Brosowski [35] stellt deshalb



NICHT-LINEARE SIMULTANAPPROXIMATION 221

fur diesen Fall eine zusdtzliche Bedingung an die Approximationsmenge V,
er fithrt reguldre Funktionensysteme ein.

DeriniTION 3.1.  Eine Teilmenge V C C(B) heilit regulir bei v, € V, wenn
fir jedes v € V und fiir jede kompakte Teilmenge B" C B und fiir jede auf B’
stetige Funktion f: B’ — C mit

Re{ f(x)(1(x) — 14(x))} > 0 fir xe B’

und fir jede reelle Zahl A == 0 ein Element ¢, € V existiert mit den Eigen-
schaften:

(R1) 2 Re{ flx)r,(x) — vo(x))} = 1oy(x) — 5o(x)*  fiir xe& B,
(R2) oy — gl < A

Brosowski {5] nennt V reguldr, wenn V regulir bei jedem ¢, € V ist.

Fiir die Simultanapproximation reicht diese Forderung an die Approxima-
tionsfunktionen nicht aus. Wir miissen stirkere Voraussetzungen an V
stellen und fithren deshalb stark reguldre Funktionensysteme ein.

DermvitioN 3.2, Eine Teilmenge V C C(B) heilit stark regulir bei vye V,
wenn fiir jedes ve V' und fiir jede kompakte Teilmenge B* C B x C mit

Re{(z — vo(x)(w(x) — r(x))} >0 fir (x,z)e B*

und fiir jede reelle Zahl A =~ 0 ein Element r, € V existiert mit den Eigen-
schaften:

(SR1) 2 Re{(z — vyl (tx(x) — vg(x))} > 1 e4(x) — vo(x)P2

fur (x, z) € B*,
(SR2) vy, — 1, | < A

Bemerkung. Diese Definition ist auch zu gebrauchen, falls man wie
Brosowski [5] Abbildungen von B in einen unitiren Raum U betrachtet.
Man mull nur fiir C iiberall U einsetzen und den Realteil des Skalarproduktes
in U betrachten.

Wir nennen nun V stark regulir, wenn V' stark reguldr ist bei jedem
ro€ V.

Als erstes wollen wir untersuchen, wie die Begriffe regulir und stark
reguldr zusammenhdngen.

Satz 3.3, Ist V stark regulir bei vy € V, dann ist V regulir bei v, .
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Beweis. Sei B’ C B kompakt und f: B" — C stetig. Weiterhin sei
Re{f()(e(x) — t(x)} ©- 0 fir xc B
Wir setzen
BYi=i(x.2)e B < CixcB undz = f(x) + o).

Da f und ¢, stetig sind, ist B* kompakt.
Fiir (x, z) € B* gilt:

Re{(z — ro(x))(e(x) — ro(x))} > O.

Also existiert zu A = 0 ein Element ¢, € J mit den Eigenschaften (SR1) und
(SR2).
(SR2) ist dquivalent zu (R2) und (SR1i) zu (R1), denn

2 Re{(z — uo(x))(@:(x) — to(x))} = 2 Re{ f(x)(0a(x) — t4(x));

fiir (x, z) € B

Man kann noch weitergehendere Aussagen machen, falls man unter
C(B) die Menge der stetigen, reellwertigen Funktionen iiber B versteht. In
den Definitionen 3.1 und 3.2 ist dann an jeder Stelle C durch R zu ersetzen.

Satz 3.4. Ist C(B) die Menge der iiber B stetigen, reellwertigen Fuik-
tionen, dann ist V C C(B) genau dann stark regulir bei vy e V, wenn V regulir
ist bei vy .

Beweis. Die Notwendigkeit zeigt man wie im Beweis von Satz 3.3.
Hinldanglichkeit:

V' C C(B) sei regulir bei ¢, V. Weiter sei v} und B* kompakt in
B < R mit

(2 — pplxXHu(x) - 1y(x)) - 0 fur (x.z)e B™.
Da B* kompakt ist, gibt es eine Zahl ¢ - 0 mit
|2 uy(X), = a fir (x, z)e B*
Wir definieren nun eine Funktion f/ auf
B' :=1x¢& B, (x, z) ¢ B* fiir mindestens ein z = R

auf folgende Weise:
B =R

X sgn(e(x) < 1)),



NICHT-LINEARE SIMULTANAPPROXIMATION 223

B ist kompakt in B. Wir behaupten weiter, daB3 f auf B’ stetig ist:
Tst ndmlicht x, € B, dann ist v(x,) — vy(xe) = b 5= 0.

Es gibt also eine offene Umgebung U(x,) in B, so dall
sgn(v(x) — vo(x)) = sgn(b) fur alle xeU.
Damit gilt fiir xe U B':

f(x) = asgn(b).

[ ist also auf B’ stetig.
Da nun V regulir ist bei x, , gibt es zu jedem A > 0 ein Element v, € V" mit:

(1) 2f()a(x) — volx)) > | va(x) — vy(x)? flir x € B,
Q) oy —oll <A

(2) ist dquivalent zu (SR2). Da fur (x, z) € B* gilt:

[FOO} <= T2 — o)

und
sgn f(x) = sgn(e(x) — vy(x)) = sgn(z — v(x)),

folgt fiir (x, z) € B*:

2(z — v )N(A(x) — vo(x)) = 2f (Nua(x) — vo(x))
(X)) — r(X)/R.

Also ist (SR1) erfiillt.

SAtz 3.5. V C C(B) sei stark regulir bei vy V und H: B — 4 (C) ober-
halbstetig. Dann ist v, genau dann eine Minimallosung zu H, falls fiir jedes
ve Vgil:

]RC{(Z - l‘(,(?f))(t(.\‘) — p(x))} = 0.

min
(x,z)eD[H,vy

Beweis. Die Hinlinghchkeit folgt aus Satz 3.2. Notwendigkeit: Wir
nehmen indirekt an, es gebe ein v € V' mit

min : Re{(z — r,(x)(0(x) — 1,(x))} = a > 0.

(x,2)ED[H, vy
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Bilden wir
U:i={(x,2) € B X H(B)Rel(z — r(x))e(x) — ro(x))} > a/2},

dann ist U wegen der Stetigkeit von Re{(z — 0y(x))(v(x) — ro(x))} offen in
B x H(B). AuBlerdem ist D[H, v,] C U.
Fiir jedes (x, z) ¢ U C B x H(B) gilt:

Wegen der starken Regularitit von V bei v, gibt es zu jeder reellen Zahl
A > Qein vy € V mit:

(1) 2 Ref(z — to(x))(a(x) = ()} | 0x(x) = v(x)[? fiir (x, z) € U,
@) llon =] <A

Fiir jedes (x, z) € U gilt nun die Abschdtzung:

[ 6p(x) — 2% = fuop(x) — 1x) + rx) — 2
= 1 og(x) — 27— 2 Rel(z — to(x)@(x) — w(x);
= oa(x) — vyl
< Jrglx) — z 2
Zu W, := B x H(B) — U betrachten wir die Punktmenge
W= {(x,z)e W, zec Hx)}

und wollen zeigen, daBB W abgeschlossen ist in B X H(B):
Das Komplement von W in B x H(B) ist

EW == {(x,z2)e B X H(B)|(x, z) = U oder z ¢ H(x)}.

Wir machen zwei Fallunterscheidungen:

(a) (xp,2,) € €W mit (x,, z) € U: Dann ist U eine offene Umgebung
von (x, , z,) in B ¥ H(B) mit UCEW.

(b) (x4, zo) € €W mit z, ¢ H(x,): Wic im Beweis von Hilfssatz 2.5(a)
existieren in H(B) offene Umgebungen U, und U, von H(x,) bzw. z, mit
U,nU,= @. Da H oberhalbstetig ist, gibt es eine offene Umgebung
Wa(x,) in B, so daB H(x) C U, fiir alle x € Wy(x,). Dann gilt auch:

Hxyn U, — « fur alle x e Wy(xy).
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W, x U, ist eine offene Umgebung von (xg,z) in B xX H(B) mit
W, x U,CEW.

Aus (a) und (b) folgt: W ist abgeschlossen in B x H(B). Damit ist W
auch kompakt und es gilt:

* o Lea(x) — z i j
BT i mag, [0l — 21 < A,

Wir wihlen nun 0 < A < 4(z,) — E*. Dann gilt fir (x, z) e W:

loax) — 2] < 1 oa(x) — vo(x)] + [ 0y(x) — z
< A+ EF < A(vy).

Damit gilt 4(v,) << A(vy)
Im folgenden wollen wir zeigen, daB die bei v, stark reguliren Funktionen-
systeme gerade durch die Bedingung

(X’Z)Eng%}{,vo] Re{(z — vo(x))(v(x) — to(x))} <0

charakterisiert werden, wenn », Minimalldsung zur oberhalbstetigen Abbil-
dung H ist. Im Gegensatz zu Brosowski [5], der einen dhnlichen Charakteri-
sierungssatz fiir reguldre Funktionensysteme hergeleitet hat, benutzen wir
im Beweis nicht den Erweiterungssatz fir stetige Abbildungen ven J. Du-
gundji, sondern konstruieren die erforderlichen Abbildungen aus bereits
vorgegebenen. Deshalb gilt unser Satz auch fur kompakte Riume, die nicht
metrisch sind.

Satz 3.6. Eine Teilmenge V C C(B) ist genau dann stark regulir bei
to € V., wenn gilt. Ist vy eine Minimallsung fiir die oberhalbstetige Abbildung
H: B— A (C), so gilt fiir jedes Element ve V:

nin ] Re{(z — () (e(x) — vy(x))} < 0.

(x,z)eD[H, vy

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung wurde in Satz 3.5 gezeigt.
Hinlingigkeit: Gegeben seien ein Element v € 7 und eine kompakte Teil-
menge B*C B x C mit

Re{(?— ToN((x) — (X)) == a > 0 fir (x,z)e B*

und eine reeflle Zahl A > 0. Da B* kompakt ist, gibt es eine reelle Zahl
B 0 mit

[z -wf0) =B fir (xz)e B
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Wir bilden nun die Mengen:
By* == {(x,2) € B X pro(B) ||z — )] - B}
*i={(x, 2) € B X pro(B¥) [z — ry(x) <L B}
By* = {(x, 2) € B x pry(B¥) | » << Re{(z — vo(0))(0(x) — vy(x))}
By* i== {(x, 2) € B X proB*) | 0 < Reflz — e)(0(x) — o))} < of
B5* 1= {(x, 2) € B X pry(B*) | Rel(z — ¢o(x)((x) — v(x))} <0

Dabei ist pr, die Projektion auf die zweite Komponente. Es ist klar, daB
B*C B,* n B,*. Die Funktionen

P W
gilx, z) 1= {1z — v()) B fir (x,z) € B,”,
z — vy(x) fir (x,z) & B,*,
und
o fir (x, 2) € By*,
g:(x, 2) := {Re{(z — () (v(x) — rp(x))} fir (x, z) € B,*,
0 fir (x, z) e By*,

sind in B X pry(B*) stetig.
Zu G := (1/aB) g, - g, betrachten wir die Abbildung

fx, z) := Imin(B, A) G(x, z) + vy(x)
von B x pry(B*) in C und definieren fiir x € B
H(x) ;== f(x, pro(B*)).

Wir behaupten: H: B — A (C) ist oberhalbstetig.

Da G beziiglich z stetig ist, ist H(x) kompakt fiir jedes x € B. Sei jetzt
X € Bund U eine offene Umgebung von H(x,). Da H(x,) kompakt ist, gibt
es ein € >0, so daB UL¢) C U fir jeden Punkt ¢ e H(x,). G(x, z) ist in
B x pry(B*) stetig, also existieren zu € und (x,, z) € B X pry(B*) offene
Umgebungen W,(x,) in B und W{(z) in pry(B*) von x, bzw. z mit

"G(xy, 2) — Glx, m)| < ﬁﬁ(%j) fir (x, n) € W.(x,) x W(z).

Uzepr (s W(z) ist eine offene Uberdeckung von pry(B*), deshalb gibt es
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wegen der Kompaktheit von pry(B*) n Punkte z; ,..., z, In pry(B¥), so dafi
Ur, W(z,) eine offene Uberdeckung von pry(B*) ist. Setzen wir

Wl = m Wzi(x())'
i1

dann ist W, offene Umgebung von x, und

i = — =) _—_—_e U - *
[ G(xy, 2) — Gx, 2)l < min(B, \ fir (x, z) € Wy X pry(B*).
Log(xg) — vy(x)] < ¢2flirxe W,.

Da v, in B stetig ist, gibt es eine offene Umgebung W, von x, in B mit
Damit gilt fiir (x, z) e (W, N W,) X pro(B*):

f(xy, 2) — f(x, 2)) <

< $min(B, A) | G(xg, 2) — G(x, 2)| + [ vy(xe) — vy(x)]
< €,
also f(x, z)e U.

Daher ist H(x) C U fir x € W; N W, und die Behauptung bewiesen. Die
Abbildung H hat das Element p, nicht als Minimalldsung, denn es gilt:

D[H, v)] = {{x,p)e B x C|(x,z)e By*N By* und n = f(x, z)}
und damit

Re{(n — s())(@(x) — 5(x)); = Re{d min(B, A) G(x, 2)(p(x) — v(2))}

s D Rel ) — )

>0 fir

[SeY}

(x, m) € DIH, vy].

Nach Voraussetzung ist also ¢, keine Minimallosung zu H, es gibt daher ein
Element v, € V' mit A(r,) < A(v,) = +min(B, A). Dann ergibt sich die Ab-
schiatzung:

Trg — vyl = rE}Sg‘ d(v(x), Ga(x))

< max {d(vy(x), H(x)) + d(v,(x), H(x))}

(3.1)
< Ay + A < N



228 BLATT
Fiir jeden Punkt (x, ) € D[H, v,] gilt:

[ = nX)P = = on(x) () ()i
ol ea(x) — rp(x) ®
< [ r(X) R
Daraus folgt fiir (x, z) € B* und » = f(x, z):

— B Rl T A — a3

< Ref(z — eyl))(ta(x) — t9(x)}

Aus (3.1) und (3.2) folgt die starke Regularitit von ' bei v, .

Wir wollen nun die stark reguliren Funktionensysteme auf eine andere
Art charakterisieren: Gilt Re{(z — v,(x))(©(x) — vy(x))} = 0, so muf3 der
Winkel zwischen z — py(x) und v(x) — vy(x) dem Betrag nach kleiner als
/2 sein. Der Vektor z — vy(x) liegt also in der schraffierten Halbebene
(Abb. 1). Nun muB} aber auch

Re{(z — v(x))ey(x) — ro(x))} = 0 fiir alle (x, z) € B* sein.

Hat man wie in Abb. 1 zwei Vektoren z; — vy(x) und z, — ¢,(x) mit (x, ;)
und (x, z,) aus B*, so bleibt fiir ¢,(x) — v,y(x) nur der Winkelraum .# {ibrig.

ABBILDUNG .
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Dieser Winkelraum wird um so kleiner, je niher z; — vy(x) und z, — vy(x)
an die Grenzgerade g riicken. Durch diese Betrachtung wird man zu folgen-
der Definition angeregt.

DEermniTIoN 3.3, Eine Teilmenge V' C C(B) heilit asymprotisch punkiweise
konvex bei vy eV, wenn fiir jedes v <V und jede kompakte Teilmenge
B C B, auf der v(x) — vy(x) s 0 ist, und zu jeder reellen Zahl A :> 0 und
jeder Zahl e mit 0 < € << /2 ein v,¢ € V existiert mit folgenden Eigenschaften:

(APK1) ¢(x) — vy(x) #0furx e B,
(APK2) ¢(x) — € << ¢yi(x) < (x) + ¢ fiir xe B,
wobei ") = sgn(p(x) — vy(x)) und e — sgn(v,(x) — ry(x)),
(APK3) oy — 1] < A
Dabei ist die Funktion sgn z fiir z 5= O definiert durch sgn z := z/| z | und
fiur z = 0 durch sgn z := 0.
Satz 3.7. V C C(B) ist genau dann asymptotisch punktweise konvex bei

vy € V, wenn V stark reguldr ist bei v, .

Beweis. (a) V seistark regulir bei v, e V:Seiv e Vund v(x) — y(x) # 0
auf der kompakten Teilmenge B’ C B. Weiter sei A > 0 und 0 < ¢ < #/2
vorgegeben. Wir setzen fiir x € B’

o U(X) — to(x)

L ole) = ()]

mit —7 < $(x) <.« und bilden zu jedem x € B’ die Paare:

(X, Zl(x)) mlt Zl(x) . L‘O(X) T ei(d)(f)—f(ﬂ.”?)—e)’

(x, 22(x)) mit Zz(x) _ l‘o(.X) S ei(cﬁ(a’)A»(ﬂ/‘.’.)qLe)

Bildet man
By :={(x,2)e BX C!xe B und z = z;(x)}
und

By :={(x,2)eB X ClxeB und z == z,(x)},

dann sind B, und B, kompakt, also auch ihre Vereinigung B* — B, U B, .
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Fiir (x, z) € B* gilt:
Re{(z — 1,(0))(t(x) — 14(x));

- Re{e!HOEEDIO |y oy iy

= t(x) — vo(x)| cos((7/2) — €) = | v(x) — ry(x)| sin €.
Da B’ kompakt ist, gibt es ein ¢ ~ 0 mit

Fo(x) — vy(x) = a flir alle xe B'.
Also gilt fiir alle (x, z) € B*:
Re{(z — vp(0))(p(x) — ro(x))} 2 asin e = 0.

Aus der starken Regularitdt von V bei ¢, folgt dann, es existiert v, € ¥ mit

(1) RE{(van—m(UA(X) — L‘O(,\'))} ~ 0 fiir (x, Z) e B*,
(2) oy — ol < A

auch (APK2), denn der Winkel zwischen v,(x) — vy(x) und z — py(x) muB
dem Betrage nach kleiner als /2 sein. Betrachtet man dies fiir (x, z;(x)) und
(x, z,(x)), so ergibt sich sofort (APK2). (APK3) ist dquivalent zu (2).

(b) V sei asymptotisch punktweise konvex bei v, € }1 B* sei kompakt
in B x Cund

Re{(z — L'(,(“K')j(z'(.\') — ro(X))} = 0 fiir (x.z)e B*.
Also ist

G B R a0 — ) 0

Sei nun (z — py(x))(v(x) — 1,(x)) = a(x, z) - ib(x. z), dann gibt es eine
Konstante K = 0 mit

P b(x, 2), LK fir alle (x, z)e B*.

Wir wihlen 0 << € <~ 7/2 so, dall tan € = «/K oder gleichbedeutend damit:
acose — K-sine = 0. Zu vorgegebenem A - 0 bestimmen wir eine Zahl
Aq als

x - CoS e — K -sin e)

A; 1= min (/\, :
}\ ro— T i
il 0h
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Da V asymptotisch punktweise konvex ist bei vy ¥, gibt es ecin Element
05, € ¥ mit

(1) 25,(x) — py(x) = 0 und
Bx) — € < $1() < $(0) + e
fiir alle x aus der Projektion von B* auf B(= B’)
@) 1e5, = wll < A < A
Wegen (1) gibt es eine Funktion 8(x) mit | 8(x)| < e, so daB ¢>§1(x) =

b(x) + o(x) fur x e B
Dann gilt fiir alle (x, z) € B*:

2 Ref(z — pol))e5,(x) — vox))) — [ 6,(x) — vy(x)®

= () = r(0)] 2 Ref(z — rox) ™) — A

2 Re{(z — ro(x))(0(x) — u,(x)) 2@} B /\]
| o(x) — z(x) L

2a(x, z) * cos 8(x) — b(x, z) - sin 8(x))
(X)) — vlx),

= 15,(x) — vy(x);

2(x +cos e — K -sin €)

l L’fn(x) — ()| [ o(x) — 10(\)[ /\]]

\.’ /

|
= ) — ) |
[

[2(\ cose — K - Siifl—}sl}

|z~:0_]

oy x) — )

= A5 () — (X)) >
Die Funktion vy, geniigt also den Bedingungen (SR1) und (SR2).

Wir haben beim Beweis dieses Satzes in Teil (a) von der starken Regulari-
tit bei 1, € V" anstatt (SR1) nur die schwichere Bedingung

(SR1a) Re{(z — r(N(0y(x) — ro(x))) = fur (x,z)e B*

bendtigt. Es ergibt sich also als direkte Folgerung des vorstehenden Satzes.

SATz 3.8. Ist C(B) die Menge der iiber B stetigen, komplexwertigen Funk-
tionen, dann ist V C C(B) genau dann stark reguldr bei vy V, wenn man in
der Definition 3.2 die Bedingung (SR1) durch (SR1a) ersetzt.
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Es soll darauf hingewiesen werden, dafl dieser Satz nur bewiesen ist,
falls man die starke Regularitit auf dem Raum der stetigen Abbildungen
von B in einen von C verschiedenen unitiren Raum betrachtet.

Wir wollen nun einige Beispiele stark reguldrer Funktionensysteme
behandeln.

Beispier 3.1 (Punktweise konvexe Funktionen). V' C C(B) heilit nach
Brosowski [5] punktweise konvex, wenn zu jedem Paar von Elementen v,
v, € V und zu jeder kompakten Teilmenge B° C B, auf der " 1(x) — v{x) £ 0
ist, und zu jeder reellen Zahl A > 0 ein Element v, € V' existiert, so daf}
sgn(v(x) — y(x)) = sgn(v(x) — ry(x)) fir xe B und | v, — ¢, << A

Die punktweise konvexen Funktionensysteme sind also eine Teilmenge
der asymptotisch punktweise konvexen und deshalb auch stark regulir. Falls
C(B) die Menge der iiber B stetigen, reellwertigen Funktionen ist, zeigte
Brosowski [5], daB} die punktweise konvexen und die reguliren Funktionen-
systeme libereinstimmen. Somit ist in diesem Fall auch punktweise konvex
mit stark reguldr identisch.

Als Beispiele fiir punktweise konvexe Funktionen seien genannt (Bro-
sowski [5]):

(a) Lineare Funktionen. V ist hier ein linearer Teilraum von C(B).

(b) Rationale Funktionen. P und ( seien lineare Teilrdume des linearen
Raumes C(B) der auf B stetigen, reellen Funktionen. V" sei die Menge aller
Quotienten (p/¢)(p € P, ¢ € Q) mit auf B positivem Nenner.

BEispieL 3.2 (Asymptotisch konvexe Funktionensysteme). }' sei eine
Menge von Elementen v(a, x) aus C(B), die von einem Parameter ¢ € A4
abhdngen. Nach Meinardus und Schwedt [14] hei3t }* asymptotisch konvex,
wenn zu jedem Paar a, b der Parametermenge 4 und zu jedem reellen ¢ mit
0 << r . | ein Parameter a(r) € 4 und eine auf B > [0, 1] reellwertige, stetige
Funktion g(x, 1) existiert, so dal

(AK1) g(x, 0) = 0 fir x € B,
(AK2) U1 — 1g(, ) vla, ) + 1gC, 1) v(b, -) — vlalt), -). = o(r)  fur
t -0 ist.

Es seien nun w(a, x) und ©(b, x) Elemente eines asymptotisch konvexen
Funktionensystems V. Weiterhin sei B” kompakt in B mit (b, x) — v(a, x) # 0
fiir alle xe B'. Da V asymptotisch konvex ist, gibt es zu jedem ¢ mit
0 < ¢ =2 | einen Parameter a(1), so daB fiir x € B gilt:

vla(t), x) = (1 — tg(x, 1)) v(a, x) + 1g(x, 1) v(b, x) - th(x, 1).
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wobei lim,_, !} A(-, 1) = 0. Durch eine Umformung erhdlt man:

vla(t), x) — vla, x) = t[g(x, Nelb, x) — v(a, x)) + h(x, 1)] (3.3)

und
v(a(t), x) — v(a, X) < ([K| v(b. ) = v(a, )+ ThC, D],
wobel
K= o 00 DL
Also gilt:

Lvla(t), -y — v(a, ) = o(1) fur ¢—0. (3.9
Wegen der Kompaktheit von B’ gibt es eine Zahl « > 0 mit
to(b, x) — v(a. x)| = ~ fiir alle xe B'.

Sei G = min,.p g(x, 0), dann ist G 0, und wir wihlen 0 << ¢, << 1 und
eine offene Umgebung U(x) C B so, dali

gé, 0 = G2 fir (& )eU) < [0, ¢]
Da B kompakt ist, gibt es nun ein ¢, mit 0 < f, << 1 und
glx, 1) = GJ2 fir (x,t)e B x [0, 1]
Fiir 0 << ¢ << t, und x € B’ folgt aus (3.3):
v(a(t), x) — v(a, x)

= tg(x, H)(t(b, x) — v(a, x)) [l + hx. 1)

glx, )(v(b, x) — v(a, x))

]. (3.5)

Dabet ist

h(x, t)
g(x, H(e(b, x) — v{a, x))

_ 20k, 1))

=~
- G'(X

Also ist fur 2, 4(C, /NG -«) << 1 das Argument der komplexen Zahl
1 + A(x, )/[g(x, ) v, x) — v(a, x))] dem Betrag nach kleiner als
o (-, )G~ «). Aus (3.5) folgt also mit lim,_, " 4(-, )| = O die Bedingungen
(APK1) und (APK2). (APK3) folgt aus (3.4). V ist damit asymptotisch
punktweise konvex, also stark reguldr.
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Gerade die linearen, rationalen und asymptotisch konvexen Funktionen-
systeme wurden von Brosowski [5] als Beispiele reguldrer Funktionensysteme
angegeben. Es stellt sich also die berechtigte Frage, ob die stark reguliaren
Funktionensysteme {iberhaupt eine echte Teilmenge der reguldren darstellen.
Wir betrachten dazu diesem Beispiel.

BeispiEL 3.3. B sei eine einpunktige Menge, jede stetige, komplexwertige
Funktion auf B wird also durch einen Punkt in der komplexen Ebene repra-
sentiert: C(B) =~ C. Als Teilmenge V in C wihlen wir

Vie{0bUix+iy, 0 < x| lundx® < p <2 x7

Ufx 4yl = ix. < oound x? <y < a4 1},

die wir durch Abb. 2 veranschaulichen.

: It
' ;
— =
- ;
b ;
P v /
-
4
— -
ey 4
-
b i 4
-3 I ’
| i )
e X .
TN 1! :
N N
A
AN Pl
e e L — —

ABBILDUNG 2.

Bei jedem inneren Punkt ¢, ¢ 17 ist V" asymptotisch punktweise konvex, also
reguldr und stark reguldr, ebenso bei jedem Randpunkt von V, der verschie-
den von null ist. V ist jedoch nicht asymptotisch punktweise konvex im
Nullpunkt: man kann zum Beispiel v == 3 -I- 9/ wdhlen. Dagegen wollen wir
zeigen, dall ¥ reguldr im Nullpunkt ist: Sei also v V gegeben und feC
mit

Re{f((z -~ vy)j += Re{fr} = 0.

Dann kann f nicht auf der negativen imagindren Achse liegen. Weiter sei
A > 0 vorgegeben. Wir machen 3 Fallunterscheidungen:
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(N f=x-+1iy mit x >0: Sel € >0 und ¢, := e ie?, dann ist

r. € V und wir kénnen ein €, > 0 so bestimmen, dal3

(a) 2(x 4 veg) = €y F €7,

(b) €2+ gt < A
Fir ¢, gilt dann:
2 Re{fr.,} = 2 Rel(x — iy)e, + ieg?)}

. . - . - 2ol — V2
= 26X — yeg) > € €96 = | Vgy I™-

Fir v, := v, ist also (R1) und (R2) erfiillt.

) f=x-+iy mit x<0: In diesem Fall setzen wir fir ¢ >0

v, == —e -+ ie2. Wieder ist v, € ¥V und wir wihlen ein ¢, so, dal

(@) 2(=x+ ye) > € - €’
(b) €2 + € << A

Fiir ¢ gilt dann:
2 Re{f_‘l’gn} = 2 - € —x -+ yep) > | Uey %

Also ist fiir v, : = v, (R1) und (R2) ertillt.

(3) f==iymity > 0:Sei e >0und . := €+ e dann ist v e V fir

0 < € < 1 und wir kénnen ein €, so bestimmen, dal}
(@) 0<e =1,
(b) € <
(€) 22 < A

Fiir re, gilt dann:

2 Re{fve(,} = 2 Re{—iy(ey -+ igp)} == 2y¢y > 2¢% = | Ue(,|2~

Setzt man v, 1= v , dann ist (R1) und (R2) erfillt.

‘Wir haben also gezeigt, dall V regulir, jedoch nicht stark regulir ist.

Wir konnen an diesem Beispiel auch sehen, dal das Kriterium von
Satz 3.2 fiir regulire Funktionensysteme nicht notwendig ist. Die oberhalb-
stetige Abbildung /I werde reprisentiert durch die zweipunktige Menge
{zy =1 + %I, zy = —1 + {i}. Dann ist v, = 0 Minimallésung zu H, denn
gibe es bessere Approximationen als 0, dann miiften diese im schrdg

640/8/3-4
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ABBILDUNG 3.

schraffierten Teil der Abb. 3 liegen. Setzen wir nun ¢ = 4 + 16/, dann ist
ve Vund es gilt:

» TN ) . e e
(X’Z)QBE}{‘V“J Re{(z LX) = ry(x));

= min Re{z,z}

=12
= min[Re{(] — Li)(4 -- 16i}}, Re{(—1 — Li)4 -+ 16i)}]
— min{4 -+ 8, —4 -8} - 0.

Nach dem Parameter differenzierbare Annéiherungsfunktionen

V sei eine Menge von Elementen v(a, x) aus C(B), die von einem Parameter
a € A abhidngen. A sel eine offene Teilmenge eines Banachraumes E, dessen
Norm wir mit || -, bezeichnen. Wir setzen voraus, dalB o(q, -) fiir jeden
Parameter a € A eine Fréchetsche Ableitung nach dem Parameter a besitzt.
Dabei heilit ©(a, -) an der Stelle a Fréchet-differenzierbar, wenn es eine
beschrinkte, fiir alle b € £ lincare Abbildung des Banachraums £ in den
lincaren Raum C(B) gibt (deren Wirkung auf ein Element b€ E wir mit

Flb;a. -]: B—~C
xt> Flb; a, x]
bezeichnen), so daf}
(@ + b, ) —vla, ) — Flbia, -] == o(1bly)  fur {biz—0.

Die Abbildung F[b; a, -] heil3t die Fréchetsche Ableitung von v(a, -) nach
dem Parameter a. Mit #[a] bezeichnen wir den linearen Teilraum von C(B),
der von allen Elementen F[b; a. -] mit b € E aufgespannt wird. Die Dimen-
sion dieses Raumes sei d[a].
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Zur Abkiirzung fithren wir noch folgende Bezeichnung ein: Eine Teil-
menge V¥ C C(B) hat die Eigenschaft (D), wenn gilt: Die Elemente
t(a, -) € V hingen von einem Parameter a ab, der in einer offenen Menge A
eines Banachraums E variiert. Ferner existiere fir alle a € 4 die Fréchetsche
Ableitung nach a.

Wir wollen im folgenden fiir solche Funktionensysteme ein notwendiges
Kriterium fir eine Minimalldsung angeben. Meinardus und Schwedt [14]
haben diesen Satz fiir die Tschebyscheffapproximation stetiger Funktionen
bewiesen.

Satz 3.9. V sei eine Teilmenge von C(BY mit der Eigenschaft (D). Ist
v(a, *) eine Minimallosung fiir die oberhalbstetige Abbildung H: B — H#(C),
so gilt fiir alle be E:

Re{(z — o(a, x)) F[b; a, x]} < 0.

min
(x,z)eD[H,v(a,")]

Beweis. Wir nehmen indirekt an, es gebe ein b € £ mit

i s . .
e Re{(z — v(a, x)) FIb; a, x]} = 0.

Dann gibt es eine reelle Zahl « > 0 und eine offene Umgebung U von
D[H, v(a, )] in B x H(B), so dab
Re{(z — v(a, x)) F[b; a, x|} = 2«

ist fiir (x, z) € U. Da nun A eine offene Menge von E ist, gibt es ein ¢,, so
daB fiir alle # mit 0 < ¢ << 1, der Parameter a + 1b in A liegt.
Fiir (x, z) € U und ¢t — 0 gilt dann:
Re{(z — v(a, x))(v(a + tb, x) — v(a, X))}
— Re{(z — t(a, X)) F[th; a, x]}
-+ Re{GV U(aa—XT)(U(a _+ tb9 x) - l.(aa X) - F[tb, a, x])}

2t — |z — v(a, x)| - | vla + th, x) — v(a, x) — F[th; a, x]|

W/

= 2at — of?).

Die letzte Ungleichung folgt wegen der Beschrinktheit von | z — (g, x)| in
U.

Es gibt also eine reelle positive Zahl f, < f,, so daB fiir alle r mit
0 <1 <t und alle (x, z) € U gilt:

Re{(z — ola, x))(v{a + b, x) — vla, x))} = «. (3.6)
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Weiterhin gilt fiir  — 0 die Abschéitzung:

va - th, -) — vla, ).
| Flebs a, -1 -+ {ola 4 tb, ) — v(a, -) — Fltb; a, °]|
— 1|\ Flb; a, 1] + o(z).

Es gibt also eine positive Zahl 1, . ¢, , so daB fiir alle r mit 0 < ¢ < £, gilt:

foa + tb, ) — oa M << 20 Flbs a, . (3.7)

Aus (3.6) folgt nun fiir (x, z) € U und 0 < ¢ <C t; mit

ty := min {1y, ) :

3fmqbzwwmwf

| ola + th, X) — t(a, X)* < 4% || Flb; a, ]2
EEWRIUTS

< 2 Re{(z — vla, X)) vla + th, x) — v(a, x))}.
(3.8)

Der weitere Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 3.5. Aus (3.8) folgt
ndmlich fiir (x, z)e Uund 0 < r < 15 :
[ vla - th, x) — z|?
el x) — 72— 2 Rel(z — v(a, X))wla — tb, x) — v(a, X))}
- lula 4 oth, x) — vla, x)[*

< vla, x) — z %

W, := B x H(B) — U ist abgeschlossen in B < H(B), ebenso
W= {(x, z) € Wy ' z e H(x);.

Wieder ist
E Jr— avw o O N o Y
E* = Jmax | wa, x) —:z << d(v(a, ).
Wir wihlen nun eine positive Zahl = mit

. Aa, ) — E*
7 <. min (137 ﬁ’m),
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dann folgt fiir (x, z) € W aus (3.7):
‘v(a 4 1h, x) — z | < | v(a 4+ th, x) — vla, )| + | v(a, x) — z !
< 27 |Flb;a, ]| + E*
< A(v(a, -)).
Damit gilt also insgesamt:
A(w(a + b, -)) < A(v(a, *)).

Mit Hilfe dieses Satzes ergibt sich noch folgendes notwendige Kriterinm
fiir endlichdimensionales #[a].

Satz 3.10. V sei eine Teilmenge von C(B), die die Eigenschaft (D) erfiillt.
Ist v(a, ) eine Minimalldsung fiir die oberhalbstetige Abbildung H: B — '(C)
und hat L|a) die endliche Dimension d, dann ist der Nullvektor in der konvexen
Hiille der Menge S := {(z — v(a, x)) B(x) | (x, 2) € D[H, v(a, -)]} eathalten,
wobei B(x) = (by(x),..., by(x)) ist und by, by ,..., by eine Basis von £|al
bilden.

Beweis. Nehmen wir an, der Nullvektor liege nicht in der konvexen
Hille der Menge S. Dann gibt es nach dem Trennungssatz fiir konvexe
Mengen einen d-dimensionalen Vektor ¢, so daB3

Re{lc, 55} >0  firalle seS.

Nun gilt aber:

Re{{c, s)} = Re %(7— v{a, x)) i cibi(x)g.
=1

Deshalb ist also fiir das Element ¥, ¢,b,(x) € Z[d]

R \GZ @) S el >0 faralle (v, 2) < DA, ola, .

( =1 ’

Nach dem vorhergehenden Satz kann dann ©(g, -) keine Minimallésung sein.

Wir wollen jetzt untersuchen, wann die Bedingungen der beiden vorher-
gchenden Sitze auch hinreichend sind fiir eine Minimallosung. Dazu sei wie
bei Brosowski [5] V' ein asymptotisch konvexes Funktionensystem, das der
Bedingung (D) genuigt. Nach Definition der asymptotischen Konvexitit gibt
es fiir @, b € A einen Parameter a(t) € 4, so dal} fir t — 0

(1 — 2g(, D) vla, -) + 18(, D) v(b, ) — v(alr), ) = o(?).
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Wir nehmen weiter an, dall das System der folgenden Bedingung (B) geniige:

(B) 1. Die Abbildung a(z) des Intervalls [0, 1]in A4 C £ sei rechtsseitig
Fréchet-differenzierbar im Punkt 0.

2. a(0) = a.
Deswegen gilt fiir 0 < 7 < 1:
a(ty —a = a(t) — al0) = ta'(0) + r(t)
mit

iLrlle -0

Aus der Definitionsgleichung fiir asymptotische Konvexitét folgt fiir z — 0:

| HAD D=8 g, )h, ) ~ vl W = o). (39)

Wegen der Bedingung (D) folgt fiir 1 — 0:

“ vat), -) — vla, ) _ Fla(t) — asa, ]|
1 1 i

= Halt), ) = va, ) — wa) _p [a’(O) + r—(:l ; 4, ],;;

att). ) — 1) Fla©0):a )~ F [L(;—)— ; 4, ]J

_ L(M_Qtt“_'i — o(). (3.10)

Da nun

r(t)
t

ol
folgt also aus (3.9) und (3.10) fiir alle x € B:
(F) Fla'(0); a, x] = g(x, 0)(w(b, x) — v(a, x)).

s a, ]“—»0 fur r— 0,

Diese Formel stammt von Brosowski [5].
Wir erhalten nun die Umkehrung von Satz 3.9.

Satz 3.11. V sei ein asymptotisch konvexes Funktionensystem, das den
Bedingungen (B) und (D) geniigt. Dann ist v(a, -) € V genau dann eine Mini-
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mallosung  fiir die oberhalbstetige Abbildung H: B — H#°(C), wenn fiir alle
b € E die Ungleichung
i (z — tla. x) . Vo ;
(x,:)E{)rEIIII}t(a,')] Re{(z — v(a, x)) F[b; a, x]} << 0 gilt.
Beweis. Wegen Satz 3.9 brauchen wir nur noch zu zeigen, daf} die Bedin-

gung hinreichend ist: Fir alle (x, z) € D{H, v{a, -)] gilt bei beliebigem b € 4
wegen Formel (F):

Re{(z — u(a, x)i Fla'(0); a, x]}
= g(x, 0) Re{(z — t(a, x))(v(b, x) — t(a, X))}.
Da g(x, 0) > 0 ist fir alle x € B, folgt also:

: (e il W o AYI
oelmin Re{(z — v{a, x))(w(b, x) — v(a, x))} < 0.
Wegen Satz 3.2 ist damit (e, -) Minimalldsung zu H.
Um die Umkehrung von Satz 3.10 zu erhalten, brauchen wir noch einen
Satz von Carathéodory iiber konvexe Mengen.

Hiurssatz 3.2, (Carathéodory). Jeder Punkt der konvexen Hiille einer
Teilmenge A eines n-dimensionalen reellen (komplexen) linearen Rawmes ist
als konvexe Linearkombination von héchstens n +- 1(2n + 1) Punkten aus A
darstellbar.

Beweis. Vgl. Cheney [6, Seite 17].

Satz 3.12. V sei ein asymptotisch konvexes Funktionensystem miit den
Eigenschaften (B) und (D). Weiterhin habe Fla) die endliche Dimension d.
Dann ist v(a, *) genau dann eine Minimallsung fiir die oberhalbstetige Abbil-
dung H: B— A (C), falls der Nullvektor in der konvexen Hiille der Menge S
liegt (S wie in Satz 3.10).

Beweis. Wir brauchen nur noch die Hinlidnglichkeit zu zeigen: Sei also
0  conv(S). Nach dem Satz von Carathéodory gibt es nun endlich viele
Vektoren

5 — va, x3) B(xy), 2o — v(a, X3) B(xo)s..r 2, — 1@, x,) Blx,)

mit (x,, z;) € D[H, v(a, )] fir 1 <i < nund
Z alz; — vla, x;)) Blx;) = 0.

i=1

Dabei ist Yy o = 1 und o = 0 fiir i = 1, 2,..., n.
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Fiir jeden Vektor ¢ € C? gilt dann:

0= e ¥ aufz — v, ) B
#==1

n — e a )
= Z alz; — vla, xy) Z cpbi(x,).
=1

=1

Damit gilt auch:

n ( d
0= Z a; Re %(Zi — l’(a»—xiz‘)) Z cxbi(xy)

i=1 k=1
DaY,, o, =1lund oy =0fiiri=1,2,...n, folgt:
{ . d ’
,min Re i(z; — v(a, x;)) Y ckbk(xi)g < 0.
sisn =1

Daraus folgt aber:

— . 4a
Re {(z — (a, X)) Y abu(x)f < 0.
Je=1

min
(x,2)eD[H,v(a,")]

Da b,, b, ,..., b, eine Basis von #[a] bilden und ¢ beliebig war, ergibt sich
fiir alle b e E:

] Re{(z — u(a, x)) F[b; a, x]} < 0.

min
(x,2)eD[H,v(a,")

Also ist v(a, -) wegen Satz 3.11 Minimaliosung zu H.

FEindeutigkeitskriterien

Bevor wir zu den Findeutigkeitssidtzen kommen, wollen wir noch eine
Bezeichnung einfithren. V' sei wieder eine Teilmenge von C(B) und v, ein
Element aus V.

DerFINITION 3.4. Eine Teilmenge B* C B x C heilbt extremal fir v,
beziiglich V, falls B* kompakt ist und fiir alle v € V' die Ungleichung

Jmin Re{(z — 6,))(e(x) — vy(x); < 0

erfiillt ist.
Mit dieser Definition 148t sich Satz 3.5 auch so formulieren.
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Satz 3.5a. V C C(B) sei stark reguliir bei vy V und H: B — #(C) ober-
halbstetig. Dann ist vy genau dann Minimalldsung zu H, falls D{H, v,] extremal
ist fiir vy beziiglich V.

Satz 3.13.  Das Funktionensystem V C C(B) sei stark reguldr und v, sei
Minimallosung fir die oberhalbstetige Abbildung H: B — 2 (C). Dann ist die
Minimallosung eindeutig bestimmt, falls gilt: Ist v(x) = vy(x) auf einer Extre-
malmenge fiir v, beziiglich V, die in D[H, v,] enthalten ist, so ist v(x) = vy(x).

Beweis. Ist v; eine weitere Minimalldsung zu H, dann gilt fiir aile
(x, z) € D[H, v,]:

e nR = a@E - 2 RefZ — 0p(0)(0y(x) — ro@)}
) — @) < 1z — ) 3.11)

Daraus folgt also fiir (x, z) € D[H, v,]:

2 Ref(z — vo(x)D(ws(x) — vo(x)} 2= | 0a(x) — vo(x)I* = 0. (3.12)

Nach dem Charakterisierungssatz fiir stark reguldre Funktionensysteme bei
t, (Satz 3.5) muB aber gelten:

Re{(z — 05(0))(1(x) — vo(x))} < 0.

min
(x,z)€D[H,7,]

Deshalb existiert mindestens ein (x', z') € D[H, v,] mit

Re{(z” — 0(xX)(ta(x") — v(x))} = O.
Fiir dieses (x', z') gilt dann nach (3.12): v,(x") = v,(x"). Wir definieren nun:
D' = {(x, z € D[H, vy] | vyx) = v;(x)}.

Nach dem vorhergehenden ist D' nicht leer, und D’ ist abgeschlossen als
Urbild von {0} bei der stetigen Abbildung:

D[H, v)] > C
(x, ) > vy(x) — vo(x).

Wir wollen zeigen, dall D’ extremal ist fiir v, beziiglich V:
Nehmen wir an, dies sei falsch. Dann existiert ein v, € ¥ mit

Re{(z — vg(x)(ax) — (X))} >0 fir alle (x,z)e D'.
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Da D" kompakt ist und vy(x) = ry(x) fir (x, z) € D', gibt es eine offene
Umgebung U C D[H, ¢v,] von D’ und eine Zahl « == 0, so daB

Re{(z - CoN(wax) — (X))} = » fir alle (x, o) e U.
Wegen (3.12) gibt es eine Zahl o >~ 0 mit
Re{(z — vg())ey(x) — o) = o fiiralle (x, z) € D[H, v,] — U.

Wihlen wir A > 0 so, daB A - d(z,) < /2, dan gibt es wegen der starken
Regularitit von V bei 1, ein ¢, € V' mit:

() Rel(z — v(x)(alx) — vy(x))} =~ 0 firalle (x,z)eU.
(2) Lon— ol <A
Aus (1) und (3.12) folgt durch Addition fiir (x, z) e U:
Re{(z — vo(x)(a(x) — rg(x))} = 0.
Fiir (x, z) € D[H, v,] — U gilt:
Re{(z — tg())e(x) — uo(x));

= Re{(z — 5())(@:(x) — v3(x)) I Re{(z — ro(x))(ts(x) — v4(x))}

ooz — (X)) ey et e - A D (X))
T A
> > 5 - 0.

Insgesamt gilt also fiir alle (x, z) € D[H, t,], falls A - A(v,) <= w/2:

Re{(z — (X))rp(x) — ry(x))} > 0.

Dies ist aber ein Widerspruch zu Satz 3.5. Also ist D’ extremal fur g, beziig-
lich ¥ und damit ,(x) == vy(x).

V sei nun wieder eine Teilmenge aus C(B) mit der Eigenschaft (D) (Fréchet-
Differenzierbarkeit).

DerinITION 3.5,V erfilllt die Haarsche Bedingung bei a € A, wenn es eine
natiirliche Zahl n[a] gibt, so daB} jedes Element aus #[a], das nicht identisch
null ist, hochstens nla] — 1 Nullstellen in B hat und folgende Aufgabe
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losbar ist: (£,,) Zu je nla] verschiedenen Punkten x, , X, ,..., x,,; aus B und
zu je nla] Zahlen ¢, ¢y ..., €y aus € gibt es mindestens ein Element
Flb; a, ] € Z[a], das den Gleichungen

Flb; a. x;] = ¢, fir i=1,2,..,n[la] genigt.

Nach Brosowski [5) erfullt V die lokale Haarsche Bedingung, falls fiir
jedes a € A eine natiirliche Zahl n[a] mit obigen Eigenschaften existiert.

Bemerkung. Falls V die Haarsche Bedingung bei a € 4 erfiillt, dann ist
(I,,) eindeutig losbar.

Wir wollen noch untersuchen, wie die Zahl »#[a] mit der Dimension von
#la] zusammenhdngt.

Satz 3.14. V erfiille die Haarsche Bedingung bei a € A und d[a] = dim Z]a]
sei endlich. Dann ist n[a] = d[a].

Beweis. 1Ist by, b,,..., by eine Basis von Z[a](d = d[a]), dann gibt es
Punkte x; , X, ,..., Xg aus B, so daB die Matrix

bi(xy) - ba(xy)
bi(xg) -+ bylxy)

bl(.xd) o bd(:xd)

den Rang 4 hat. Also muBl wegen der Losbarkeit von (1) n[a] < d[a] sein.
Da aber die Losung eindeutig sein soll, folgt n[a] = d[a].

Satz 3.15. V C C(B) etfiille die Eigenschaft (D) und die Haarsche Bedin-
gung bei a € A und sei stark reguldr. Weiterhin sei v(a, +) Minimallosung fiir die
oberhalbstetige Abbildung H: B — A (C) und die Differenz

v(b, x) —- v(a, x)
habe fiir jedes b e A entweder hichstens n[a] Nullstellen in B oder sie ver-
schwinde identisch.

Ist dann fiir je zwei Punkte (x, z) und (x, z') aus D[H, v(a, *)]

Re{(z — vla, ))(z" — v(a, x))} > 0,
dann ist die Minimallosung eindeutig bestimmt.

Beweis. Ist py(H) = 0, dann ist H = u(a, ) und es ist nichts zu zeigen.
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Sei nun p,(H) = 0 und v(b, -) eine weitere Minimallssung. Nach dem Beweis
von Satz 3.13 ist die Menge

D' = {(x, 2y e DIH, v(a, )] | v(b, x) = v{a, x)}

extremal fiir o(a, -) beziiglich ¥ und nicht leer.

Wir wollen nun zeigen, dall D" mindestens nla] + | Punkte mit verschie-
dener erster Koordinate enthdlt:

Dazu nehmen wir indirekt an, x; , x,,..., x,, seien diejenigen verschiedenen
Punkte aus B (1 =% m <C nla]), fir die z, € H(x,) existieren, so dal} (x;, z;) ¢ D’
fir i = 1, 2,..., m. Dann kénnen wir wegen der Haarschen Bedingung bei a
ein Element F[b’; a, -] so wihlen, daB3

FIb'; a, x;] = z, — la, x,) fir i=1,2,..m.
Fiir (x;, z,) gilt nun, da p,(H) > 0 ist:
Re {(z; — tla, x) F[b'; @, x;]; = Re{(z; — (@, x))(z; — vla, x))} > 0.
Fir (x;, z;) und (x;, z;) aus D’ gilt nach Voraussetzung:

Re{(z/ — vla, x) FIb's a, x,]} = Rei(z — e(a, x))z; — v(a, x;))} = 0.
Insgesamt ergibt sich:

min | Re{(z — u(a, x)) F[b'; a, x]} > 0. (3.13)
Sei nun B’ := {x € B | v(a, x) = v(b, x)}.
B’ ist abgeschlossen in B und fiir die Einschrinkung von A auf B’, die wir
mit H | B’ bezeichnen, gilt:

D[H| B, v(a, )] == D’.

Aus Satz 3.5a folgt dann, daB v(a, -) Mimimalldsung ist zu H | B’. Dagegen
ergibt sich wegen Satz 3.9 aus (3.13), dal} dies nicht der Fall sein kann. Aus
diesem Widerspruch ergibt sich, da D’ mindestens n[a] -- 1 Punkte mit
verschiedener erster Koordinate enthilt.

Nach Voraussetzung gilt dann:

o(b, +) = v(a, ).

Fiur asymptotisch konvexe Funktionensysteme, die der Formel () genligen,
gilt Satz 3.15 unter etwas schwicheren Voraussetzungen. Zunichst ergibt
sich aus Formel (F) sofort.
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Hicrssatz 3.3 (Brosowski [3)). Es sei V eine asymptotisch konvexe Teil-
menge eon C(B), deren Elemente der Formel (F) geniigen. Erfullt V die [{aarsche
Bedingung bei a € A, dann hat die Differenz

v(b, x) — v(a. x)

entweder hochstens nfal — | Nullstellen in B oder sie verschwindet identisch.
Mit diesem Hifssatz und Satz 3.15 ergibt sich diesem Satz.

SaTz 3.16. V sei ein asymptotisch konvexes Funktionensystem, das den
Bedingungen (B) und (D) geniigt.

Erfiillt V die Haarsche Bedingung bei a ¢ A und ist v(a, -) Minimallosung
zur oberhalbstetigen Abbildung H: B — #°(C) mit

Re{(z — v(a, x))(z' — v(a, x))} > 0

fiir je zwei Punkte (x, z) und (x, z') aus D[H, v(a, *)], dann ist die Minimal-
[0sung eindeutig bestimmt.

Fiir den Spezialfall der linearen Simultanapproximation wurde dieser Satz
von Diaz und McLaughlin bewiesen [10].
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