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EI:-JLEITUNG

Bei der Suche nach einer besten Approximierenden einer stetigen Funk
tion f auf einem kompakten Raum beziiglich eines Funktionensystems V ist
es von Vorteil, wenn sich Invarianzeigenschaften der Funktion f auch auf
Minimallosungen iibertragen (Meinardus (13J), weil dadurch unter IJmstiin
den das Approximationssystem wesentlich eingeschrankt werden kann, ohne
daB die Minimalabweichung gCiindcrt wird, Mcinardus (13] gab dazu fol
gendes Beispiel: f(x, y) sci stetig auf einem kompakten Bereich der reellen
(x, y)-Ebene, der bei einer Drehung um 271'/3 in sich iibergeht. Istf(x, y) bei
dieser Drehung invariant und betrachtet man die Approximation durch
Polynome ,,-

L \'JIX:).'1i
1"-1 ll<:.!

1,>(J,I1~':'U

vom Grad 2, so giht es Minimallosungen der Form c~ + f3(x2 + y2).
Fiihrt man Polarkoordinaten (r, 4» ein, dann kann man das Problem zu

del' Aufgabc iibel'fiihren, eine obcrhalbstetige Funktion fi- und eine unter
halbstetige Funktion f - auf einem kompakten Bereich B C IR gleichzeitig
beziiglich {eI: + f3r 2

I c\:, 13 E IR} zu approximieren, Dabei haben f lund f
noch die Eigenschaft: rer) fer) fUr aile rEB,

Eine andere praktische Motivierung der Simultanapproximation erkennt
man, wenn man eine Funktion approximiert, die auf einer Rechenmaschine
durch Intervallarithmetik gefunden wurde, Diese Funktion hange beispiels
weise von reellen Parametern ab, fUr die man nur obere und untere Schranken
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angeben kann. Dan ist es sinnvoller, alle die Funktionen, deren Parameter in
diesem Zulassigkeitsbereich liegen, gleichzeitig bezilglich der vorgegebenen
Approximationsmenge zu approximieren als irgendeine von ihnen.

Dunham [II] hat das erstgenannte Problem, eine oberhalbstetige Funktion
fund eine unterhalbstetige Funktion f- mit fc(x) ?:c f-(x) fUr alle x E B
gleichzeitig zu approximieren, flIr B = [a, b] und unisolvent Approximations
funktionen (vgl. Rice [16]) untersucht. Er zeigte, daB eine Minimallosung
entweder durch einen Straddlepunkt oder durch eine Alternante charakteri
siert wird. Tm letzteren Fall ist die Minimallosung auch eindeutig. Diaz und
McLaughlin [9] bewiesen, daB man die Simultanapproximation einer Menge
von gleichmaBig beschrankten, reellwertigen Funktionen auf die Simultan
approximation einer oberhalbstetigen und einer unterhalbstetigen Funktion
zuriickfilhren kann.

Kilrzlich betrachteten Diaz und McLaughlin [10] die gleichzeitige Approxi
mation einer Menge von gleichmaBig beschrankten, komplexwertigen Funk
tionen auf einem kompakten, metrischen Raum B bezilglich eines n-dimen
sionalen Haarschen Unterraums von CCB). Sie zeigten, daB dieses Problem
so umgeformt werden kann, daB die Approximation einer oberhalbstetigen
Abbildung H: B ---+ ,X(iC) vorliegt (jf'(iC) = Menge der kompakten Teil
mengen von iC). Weiter bewiescn sie, daB flir eine Minimallosung eine
Modifizierung des KolmogorotTschen Kritcriums notwendig und hinrcichend
ist. Ihre Arbeit enthiilt ferner einen Existenz- und einen Eindeutigkeitssatz.

In dieser Arbeit soil die nicht-lineare Simultanapproximation betrachtet
werden. 1m Gegensatz zu Diaz und McLaughlin [10] geben wir direkt eine
oberhalbstetige Abbildung vor und approximieren diese beziiglich einer
Menge stetiger Funktionen: B sei ein kompakter Raum und S(B) der lineare
Raum der auf B beschrankten, komplexwertigen Funktionen. Durch
1:1 t : -= SUPa'Ell I f(x)! wird S(B) ein normierter Raum. C(B) sei die Menge
der auf B stetigen, komplexwertigen Funktionen (C(B) C S(B)) und Veine
Teilmengc von CCB).

Aufgabe (AI): Zu einer vorgegebenen oberhalbstetigen Abbildung (Defini
tion 1.1) H: B ---+ ,X'(iC) suchen wir ein Element Vo E V der Art, daB

sup sup 1 vo(x) - z I •.(: sup sup vex) - Z
.Yell :EH(x) xEll ZEH(x)

fUr jedes Element v E V. Ein solches Element heiSt Minimallosung von H
beziiglich V und die Zahl infrEV SUPa'ell SUpoEll(x) i vex) ._- z 1 heiBt Minimal
abweichung. Wir bezeichnen sie mit PvCH).

Das verallgemeinerte Kolmogoroffsche Kriterium ist stets hinreichend flir
eine Minimallosung (Satz 3.2), aber im allgemeinen nicht notwcndig. Jedoch
gelingt es, cine Klasse von Funktionensystemen (wir nennen sie in Analogie
zu Brosowski [5] stark regular (Definition 3.2» zu definieren, die gerade
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dadurch charakterisiert werden, daB fur sic das vcrallgemcincrte KoJmogo
roff-Kriterium notwendig ist.

Hangen die approximierenden Funktioncn von einem Parameter ab und
sind sie nach diesem Parameter Frechet-differenzierbar, so liiGt sich ein not
wendiges Kriterium del' gew('lhnlichen Tschebyscheff-Approximation von
Meinardus und Schwedt (14], das die Frechet-Ableitung benutzt, auf die
Simultanapproximation verallgemcinern (Satz 3.9). Daruberhinaus kann man
ein weiteres notwcndiges Kritcrium mittlcs konvexer Mengen, iihnlich denen
von Cheney und Loeb [7], Brosowski [3, 4, 5] angeben (Satz 3.10). Beide
Kriterien erweiscn sich £lIs hinrcichencl, falls das Funktioncnsystcm V zus~itz

lich asymptotisch konvex und del' Bedingung (B) gcnugt (Satz 3.11 und Satz
3.12).

Durch EinfUhren von Extremalmengcn (Definition 3.4) erh~ilt man ein
hinreichendes Kriterium fUr die Eindeutigkeit del' Minimallosung bei stark
reguliiren Funktionensystemen (Satz 3.13). FUr Systeme, die zusatzlich nach
dem Parameter differenzierbar sind und del' lokalen Haarschen Bedingung
geniigen, wird ein weiteres hinreichendes Kriterium bewiesen, das sich fUr
asymptotisch konvexe Funktionensysteme, die del' Bedingung (B) genUgen,
noch vereinfacht (Satz 3.15 und Satz 3.16). Entsprechende Kriterien wurden
bei Approximation einer stetigen Funktion durch Elemente asymptotisch
konvexer bzw. reguliirer Funktionensysteme von Meinardus und Schwedt
[14] und Brosowski [3,4, 5] bewiesen.

I. TOPOLOGISCHE HILFSMITTEL UNO BEZEICHNUNGEN

X sei ein topologischer Raum. 1st x EX, dann bezeichnen wir mit U(x)
und W(x) Umgebungen von x in X. FUr E ex bedeutet ,(;'E das Komplement
von E in X, E die abgeschlossene HiiIle von E und iJ; das Innere von E.

Weiter sei

X(X) := {E e X IE kompakt und E ,I

.d(X) := {Ee X IE .,,
,
j'

DEFINlTION 1.1 (Hahn [12], Michael [l5D. Sind X und Y topologische
Raume, dann heiI3t eine Abbildung f: X ->- .?J( y) oberhalbstetig in x E X,
wenn es zu jeder in Y offenen Menge G mit f(x) e G eine Umgebung U(x)
gibt, so daJ3 f(U(x)) e Gist.

Dabei ist fUr E e X die Bildmenge feE) definiert £lIs feE) : = {y E Y i es
gibt ein x E Emit Y Ef(x)}.

Diese Oberhalbstetigkeit muB man 5ehr wohl von del' bei reellwertigen
Funktionen unterscheiden.
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DEFINITION 1.2 (Bourbaki [2]). Eine Funktion f: X --+ IR heiSt oberhalb-
stetig in x E X, falls zu jeder reellen Zahl h lex) eine Umgebung Vex)
existiert mit f (x') < h fUr aile x' E Vex).

Analog definiert man unterhalbstetige Funktionen.

DEFINITION 1.3. Eine Funktion f: X --+ IR heiI3t unterhalbstetig in x E X,
falls zu jeder reellen Zahl h < lex) eine Umgebung Vex) existiert mit
lex') h flir aile x' E Vex).

Gilt die Eigenschaft von Definition 2.1 (2.2 bzw. 2.3) jeweils flir aIle
x E X. dann sprechen wir von einer oberhalbstetigen Abbildung (oberhaIb
stetigen bzw. unterhalbstetigen Funktion).

SATZ 1.1. 1st X kompakt undf: X -+ .f(Y) eine oberhalbstetige Abhi/dung,
donn ist leX) kompakt in Y.

Beweis (vgl. Michael [15] oder Berge [I]). Wir wollen noch erwiihnen,
was wir unter kompakt genau verstehen: Ein topologischer Raum X heiSt
kompakt, wenn jede offene Oberdeckung von X eine endliche Oberdeckung
enthiilt.

SATZ 1.2. 1st X kompakt und f: X --+ IR eine oberhalbstetige (unterhalb
sfefige) Funktion, dann gibf es einen Punkt X o E X mit

.1(xo) = sup.1(x) (f(xo) = inff(x».
XEX XEX

Beweis (vgI. Bourbaki [2]). Wir brauchen noch eine Definition tiber Men
gen A und B in einem metrischen Raum M.

DEFINITION 1.4. Die obere Entfern/lng zweier Mengen A und B in einem
metrischen Raum M wird definiert durch

(l(A, B) = (l(B, A) := sup dCa, b),
aEA
bEB

wobei d die Metrik von Mist.
Fur die obere Entfernung der Mengen A und B gilt die Dreiecksunglei

chung:

Zl(A, B) Zl(A, C) + Zl(C, B), wobei C C Mist.

1st Seine Teilmenge eines linearen Raumes, dann bezeichnen wir mit
conv(S) die konvexe HulIe von S.

In der komplexen Ebene iC setzen wir

V,(z) := {z' E iC i I z - z' IE}.
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Mit z bezeichnen wir die zu z konjugiert komplexe Zahl und mit Re(z) den
Realteil von z. Sind c, dE C", so bezeichnen wir mit <c, d) das Skalarprodukt
in en.

Auf3erdem benutzen wir die Abki.irzung o.B.d.A. fUr ohne Beschriinkung
del' Allgemeinheit.

2. SIMULTANAPPROXIMATION MEHRERER FUNKTIONEN UND ApPROXIMATION

OBERHALBSTETIGER ABBILDUNGEN

Diaz und McLaughlin [10] betrachteten folgende Situation: F sei eine
nichtleere Menge von gleichmaf3ig beschriinkten, komplexwertigen Funk
tionen auf dem kompakten, metrischen Raum B mit del' Metrik d, Vein
n-dimensionaler Ham'scher Unterraum von C(B). Gesucht ist ein Vo E V mit

inf sup I:f - v
VE V [EF

Definiert man fUr x E B

sup lif - Vo I"
[EF

hex): = {z Eel es existiertfE F mitf(x) = z}

und

H(x) := n(U~h(Y)),
E>O d(x.y)<£

dann ist Heine oberhalbstetige Abbildung und beide Autoren zeigten:

(2.1 )

sup Ilf - v I: = sup sup z - v(x)1 =. sup Cl(v(x), H(x)). (2.2)
[EF xEB ZEH(x) xEB

Die urspri.ingliche Aufgabe ist also i.ibergefUhrt zu del' Aufgabe, eine ober
halbstetige Abbildung beziiglich V zu approximieren.

Wir betrachten nun die etwas allgemeinere Situation: F sei eine nichtleere
Familie von gleichmaI3ig beschrankten, komplexwertigen Funktionen auf
dem kompakten Raum B, del' das ]. Abzahlbarkeitsaxiom erfUllt, d.h. jeder
Punkt von B besitzt eine abziihlbare Umgebungsbasis. V sei eine Teilmenge
von C(B). Nun definieren wir die Abbildung H durch

es existiert eine Folge {(x n , zn)} mit
(I) xnEB

H(x):= z E e (2) X n -~ x flir 11 --+ CXJ (2.3)
(3) Zn E h(xn)

(4) Z" --+ Z fUr n --+ CXJ
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Diaz und McLaughlin [10] zeigten schon, daB diese Definition von H zu
(2.1) aquivalent ist, falls B ein metrischer Raum ist.

HILFSSATZ 2.1. H wie in (2.3) ist eine oberhalbstetige Abbi/dung 1'0/1 B in
,Jr(C).

Beweis. Nehmen wir indirekt an, H sei in X o E B nicht oberhalbstetig,
d.h. es existiert eine offene Umgebung G von H(xo), so daB fUr jede Umgebung
U(xo) gilt: Es existiert ein t E U(xo) mit H(g) C/. G. Sei nun {Ur.} Umgebungs
basis von X o mit

und

z.E. Z" E H(xn) und Zn rt G.
Dann gilt X n-)- Xo fUr 11 -)- 00, und zu {zn} gibt es einen Haufungspunkt

zo, da die Foige beschrankt ist. Wir konnen o.B.d.A. annehmen: z" -)- Zo
fUr n -)- 00.

Da Zn E H(xn ), gibt es eine Foige {Wen), 1)~n))} mit

0) gin) E B,

(2) g(n) fur k -)- 00,k -)- X n

(3) (n) E h(t(n»)
1)k k,

(4) (n) fUr k -)- 00.1)k -)- Zn

Wir wahlen nun zu (xn , zn) die Zahl k n so, daB

(I) gi:) E Un,

(2) l1)t) - Zn I < 1/11.

Dann gilt fUr die Fo1ge {(gi:), 'l]),:»)}:

( I) c(n)EB
Sk n '

flir 11 -)- 00,

fUr n ->- 00 .

Also ist Zo E H(xo), im Widerspruch zu Zo rt G.
Auf ahnliche Weise zeigt man, daB H(xo) abgeschlossen ist. Da F gleich

maBig beschrankt ist, ist H(xo) beschrankt, also kompakt.
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HILFSSATZ 2.2. 1st v E V, dann gilt:

sup I r
reF

sup Sup i:
xeB occH(x)

dx)' ~= sup (1(r(x), H(x».
xEB

Beweis. Da hex) C H(x) fUr aile x E B, folgt fur jedes IE Fund jedes
XEB:

II(x) -- d ..\} (1(1'(.\), H(x» und

Also gilt auch:

--- r sup a(r(x), H(x».
xEB

sup -- I'll
rEF

sup (1(v(x), H(x».
xeB

Wir wollen nun zeigen, daB die Ungleichung umkehrbar ist: Dazu sel
{(xn , zn)} eine Folge mit X n E B,

und lim [ Zn - 1"(xn) 1 = sup sup Z - v(x)l.
ll--;>j) XEB ZEH(x)

Da Zn E H(xn), gibt es wie im Beweis von Hilfssatz 2.1 eine Falge
{(gtl, 1]~n))} mit den dart angegebenen Eigenschaften. Sei nun k n so gewahIt,
daB

(1) ,(,,) ,
i 1]k",-- Zn I 1/11

(2) I v(g~:» - v(xn) [ I/n.

W 'I (n) I I:("))'b . £1 f' F . j' I:(n)) (n)el 1]kn EO l(Skn ,gl t es em ement li:n EmIt 7C/Skn "= 1]/cn •

Dann gilt:

if' (I:(n» _ v(l:(n))[ ,-,-,' (n) _ v(l:(n»1
. k n Slc n Skn I Y]kn Sk 1i

I v(x,.) - z" [ ~- : v(x n) - r(g),:)i - : 1]t~)

I v(x,,)- z" :- 2/n.

Also ergibt sich:

sup :II ~ v II ??: lim 1v(x,,) -- Zn i
fEF n-hf,.

sup sup I z -- v(x)!.
xEB ZEH(x)

Aus diesen beiden Hilfssatzen ergibt sich also, da/) wir die ursprungliche
Aufgabe iibergefUhrt haben zu dem Problem, eine oberhalbstetige Abbildung
H: B ---+ X(C) zu approximieren.

B sei nun ein kompakter Raum, V C C(B), und eine oberhalbstetige
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Abbildung H: B -+,I(CK ) sei bezuglich V zu approximieren. Dabei ist
CK : == {c t= C i elK] und K.··· O.

Fiir jedes v E V gilt:

([(V(x), H(x»~' sup ! dy) - :: I == mE I vex) - :: (2.4)
ZEH(x) z0H(x)

Betrachten wir die Abbildung

H: B -+ .X(C)

x -+ H(x),

so wollen wir zeigen, daG H ebenfalls oberhalbstetig ist: Sei Xo E B und G
eine offene Umgebung von H(xo). Da H(xo) kompakt ist, gibt es eine abge
schlossene Umgebung G1 von H(xo) mit G1 C G. G1 ist aber auch Umgebung
von H(xo). ZU G1 existiert nun eine Umgebung U(xo), so daG H(x) C G1 fUr
aile x E U(xo). Dann folgt aber auch:

H(x) C G1 C G

Also ist H oberhalbstetig.
Aus (2.4) folgt:

sup a(v(x), H(x)) = sup a(v(x), H(x)).
XEB XEB

Wir durfen uns also in allen Fallen auf das Problem beschranken, eine
oberhalbstetige Abbildung H: B ->- f(C) bezuglich V zu approximieren
(Aufgabenstellung (AI)).

HILFSSATZ 2.3. Setzt man gv(x) :== a(v(x), H(x») fur die oberhalbstetige
Abbi/dung H: B -+ x(C) und x E B, dann ist gv eine auf B oberhalbstetige
Funktion.

Beweis. Sei Xo E B und h > gv(xo): Wir setzen E := (h - gv(.\:0))/2 und
U := UZEH(X

o
) Uiz). U ist offen und H(xo) C U. Da H oberhalbstetig ist in

xo, existiert eine Umgebung W1(XO) mit H(x) C U fUr aile x E W1(XO)' Zu
jedem t E H(x) mit x E W1(XO) existiert also ein Zg E H(xo) mit I t - Zg i < E.

Also gilt fUr x E W1(XO):

J(v(xo), H(x)) = sup I 1'(.'\'0) - ~ i
gEH(x)

~ sup {! I{Xo) - Z§ I + I Z§ - ~ I}
gEH(x)

~ sup I I'(xo) - Z I + E
ZEH(xo)

= d(l'(xo), H(xo»+ E.
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Nun gilt fUr aile x E B:

BLATT

gJx) (/(v(x), v(xo) + (/(v(xo), H(x»

i vex) - V(Xo)l+ d(v(xo), H(x».

Da vex) stetig ist in xo, eXlstlert eine Umgebung W2(XO)' so daB
I vex) -- v(xo) 1 < £ fUr aile x E W2(XO)'

Damit gilt fUr x E W1(XO) n W2(XO):

gI,) < gvCxo)!- 2£= h.

Also ist g" in Xo oberhalbstetig.
Nach Satz 1.2 nimmt g" auf dem kompaktem Raum B ihr Maximum an:

sup J(e(x), H(x» = max J(v(x), H(x».
xEB xEB

Wir wollen lioch einige Bezeichnungen einfUhren:

.1(1') :c-= max a(e(x), fI(x»
xEB

~Jl(v) := {x E B] a(v(x), H(x) .1 (v)}

D[H, v] :== {(x, z) E B x C I Z E H(x) und I vex) - z I = .1(v)}

iH[H, v, x] := {z E H(x) 1 i vex) -- Z I == (/(v(x), H(x)}.

Die Mengen 9)(1'), D[H, v] und miff, v, x] sind nicht leer.

HlLFSSATZ 2.4. 9Jl(v) is abgeschlossen in B.

Beweis. Sei x E '6"9J1(v), d.h. g.,(x) =c (/(v(x), H(x)
oberhalbstetig ist, existiert eine Umgebung Vex) mit g,(x')

x' E Vex).
Also ist '6"9Jl(v) offen und damit lJJl(v) abgeschlossen.

.1(v): Da gv
.1(v) fUr alle

HlLFSSATZ 2.5. D[H, v] ist kompakt in B X C.

Beweis. «('D[H, v] =, {(x, z) E B X C 12$ H(x) oder I v(x)-- Z I L1(v)}.

(a) (xo ' 2 0) E '6D[H, v] mit Zo ¢ H(xo): Dann existieren affene Umge
bungen VI und V2 von H(xo) bzw. 2 0 mit VI n V 2 = 125. Da H(x) oberhalb
stetig ist, gibt es eine offene Umgebung W(xo) , so daB H(x) C VI fUr aile
x E W(xo).

Dann gilt auch
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w X Uz ist eine offene Umgebung von (xo , zo) in B x iC und W X Uz C
'eD[H, d

(b) (xo , zo) E '6'D[H, v] mit I v(xo) - Zo I < J(v): Da I vex) -- z i eine
stetige Funktion von B x iC in IR ist, gibt es eine offene Umgebung U von
(xo , 2 0) mit I vex) - 2 ! < J(v) fur (x, z) E U.

Aus (a) und (b) folgt: D[H, v] ist abgeschlossen in B iC. Da nach Satz 1.1
die Bildmenge von H beschrankt in iC ist, ist D[H, e] kompakt.

3. SIMULTANAPPROXIMATlON MIT ALLGEMEINEN FUNKTIONENSYSTEMEN

Ein Einschliej3ungssatz fur hie Minimalabweiclnll1g und ein hinreichendes
Kriterium fur eineMinimallosung

Durch den folgenden Satz wird die Minimalabweichung pv(H) zwischen
zwei reellen Zahlen eingeschlossen. Dieser Satz umfa13t als Speziamille den
Einschlie13ungssatz von Collatz [8] fUr lineare und den von Meinardus und
Schwedt [14] fur nichtlineare Tschebyscheffapproximation einer stetigen
Funktion.

SATZ 3.1. L'1 sei ein Element aus V und D eine Teilmenge von B mit fol
genden Eigenschaften:

(1) 2 - vo(x) * 0lur aile xED und Z E 91[H, vo , x]

(2) Es gibt kein v E V, so daft fur aile XED lind Z EO 91[H, 0'0 , x] der
Ausdruck

Re{(z - vo(x))(l'(x) - l'o(x))} :> 0 ist.

Dann gilt:

inf d(v(x), H(x)) pv(H) J(vo).
XED

Bell'eis. Nimmt man indirekt an, es sei Pv(H) < inf£ED d(vo(x), H(x)),
dann gibt es ein v E V mit

pvUI) s:; J(t") < inf d(l'o(x), H(x)).
XED

Insbesondere gilt fUr x EO D:

d(v(x), H(x)) < d(vo(x), H(x)).
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Also gilt fur xED und Z E 9l[H, Z'o ' xl:

I'(x)- z i "

oder

z'oCr)

o z'o(:r) -- rex) z

Wegen (1) folgt dann:

o < i vo(x) - z! [! z'u(x) - z - 1'(x) -- z IJ

(1'o(x) - z)(vo(x) -- z) - Re{(vo(x) - z)(1'(x) -- z)}

Re{(z - vo(x»(v(x) ~ ro(x)))

Dies ist abel' ein Widerspruch zu (2).
Aus diesem Satz ergibt sich sofort ein hinreichendes Kriterium fUr eine

Minimallosung.

SATZ 3.2. 1st H: B --)- ,;r'(C) oberhalbstetig, 170 E V und gilt fur jedes
v E V die Ungleiclzung

min ,Re{(z l'o(x))(r(x) - voCr))) 0,
(x.:)ED[H.I'f);

dann ist 1'0 Minimallosung zu H bezugliclz V.

BeH'eis. (a) 1st z-- r o(.\) 0 fur cin (x. z) E D[H, 1'0]' dann ist 1'1

Minimallosung zu H.

(b) 1st Z vo(.r) 0 fLir aile (x, z)= D[H, z'o], dann gilt nach Satz 3.1:

pv(H) inf (1(lo(X), H(x» = L1(10).
XE~U1( I'll)

Also ist liu Minimallosung zu H bezuglich V.

Stark regulare Funktionellsysteme. NotH'endige Kriterien fiir eine Minimal
losung. Beispiele.

Das Kritel'ium von Satz 3.2 ist nicht notwendig, wie sich schon in einem
Spezialfall del' Simultanapproximation, del' Approximation einer einzigen
Funktion. zeigt (Meinardus und Schwedt [14]). Brosowski [5] stellt deshalb
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fUr diesen Fall eine zusatzliche Bedingung an die Approximationsmenge V,
er fUhrt regulare Funktionensysteme ein.

DEFINITION 3.1. Eine Teilmenge V C e(B) heiSt regular bei Uo E V, wenn
fiir jedes l' E V und fUr jede kompakte Teilmenge B' C B und fUr jede auf B'
stetige Funktionf: B' -+ emit

Re{f(x)(r(x) - ro(x))J > 0 fUr x E B'

und fUr jede reelle Zahl A 0 ein Element r~ E V existiert mit den Eigen-
schaften:

(RI) 2 Re{f(x)(r,\(x) - l'o(x)})

(R2) v~ - Co A.

fUr x E B',

Brosowski [5] nennt V regular, wenn V regular bei jedem Vo E V ist.
Fiir die Simultanapproximation reieht diese Forderung an die Approxima

tionsfunktionen nieht aus. Wir miissen starkere Voraussetzungen an V
stellen und fUhren deshalb stark reguliire Funktionensysteme ein.

DEFINITION 3.2. Eine Teilmenge V C qB) heiSt stark regular bei Va E V,
wenn flir jedes v E V und fUr jede kompakte Teilmenge B* C B ;< emit

Re{(z -- 1'o(x))(1'(x) - 1'o(x))1 :::. 0 fiir (x, z) E B*

und fUr jede reelle Zahl A 0 ein Element 1"\ E V existiert mit den Eigen-
sehaften:

(SRI) 2 Re{(z - l'o(x))(1'ix) - 1·O<X))J:::> r\(x) - l'0(x)1 2

fUr (x, z) E B*,

(SR2) ;1 1'~ - 1'o.! <: A.

Bemerkung, Diese Definition ist aueh zu gebrauehen, falls man wie
Brosowski [5] Abbildungen von B in einen unitaren Raum U betraehtet.
Man muG nur fUr C iiberall U einsetzen und den Realteil des Skalarproduktes
in U betrachten.

Wir nennen nun V stark regular, wenn V stark regular ist bei jedem
1'0 E V',

Als erstes wollen wir untersuehen, wie die Begriffe reguliir und stark
regular zusammenhangen.

SATZ 3.3, 1st V stark reguliir bei 1'0 E V, dann ist V reguliir bei Do .
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Beweis. Sei B ' C B kompakt und f: B ' --+ C stetig. Weiterhin sei

Wir setzen

Re{.f(x)(r(x) -- ro(x))) o fur x E B'.

B* := {(x, z) E B C xc B' und z lex) -i- Vo(X):.

Dafund Vo stetig sind, ist B* kompakt.
FUr (x, z) EO B* gilt:

Re{(z - voC,T)(v(x) - /'o(x))J o.

Also existiert zu ,\ 0 ein Element l'A E V mit den Eigenschaften (SRI) und
(SR2).

(SR2) ist aquivalent zu (R2) und (SRI) zu (RI), denn

2 Re{(z - vo(X))(VA(X) - vo(x))} = 2 Re{.f{x)(vA(x) - ro(x)))

fUr (x, z) EO B*.
Man kann noch weitergehendere Aussagen machen, falls man unter

qB) die Menge der stetigen, reellwertigen Funktionen liber B versteht. In
den Definitionen 3.1 und 3.2 ist dann an jeder Stelle C durch IR zu ersetzen.

SATZ 3.4. 1st C(B) die Menge del' iiber B stetigen, reelfwertigen FUllk
tionen, dann ist V C C(B) genau dalll1 stark regular bei Vo E V. wenl1 V regular
ist bei 1'0 .

Beweis. Die Notwendigkeit zeigt man wie im Beweis von Satz 3.3.
Hinlanglichkeit:

V C qB) sei regular bei 1"0 E V. Weiter sei l' E V und B* kompakt Il1

B x IR mit

(::; -- I"o(x»(v(x) ro(x») 0 fur (x. z) E B'.

Da B* kompakt ist, gibt es eine Zahl a 0 mit

a fUr (x, z) E B*.

Wir definieren nun eine Funktion f auf

B' := (x E B (x,::;) E B* flir mindestens ein z 1M:

auf folgende Weise:

f: B' --+ R'

x ~-+ a . sgn(r(x) I"o(x)).
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B' ist kompakt in B. Wir behaupten weiter, daB f auf B' stetig ist:

1st m'imlicht Xo E' B', dann ist v(xo) - vo(xo) = b ojc O.

Es gibt also eine offene Umgebung V(xo) in B, so daB

223

sgn(v(x) - vo(x» = sgn(b)

Damit gilt fUr x E' V n B':

fUr alle x E' V.

f(x) = a sgn(b).

fist also auf B' stetig.
Da nun V regular ist bei X o , gibt es zu jedem A ::> 0 ein Element VA E' V mit:

(I) 2f(x)(v,\(x) - vo(x») ::> i vlx) - VO(X):2 fUr x E' B',

(2) :1 VA - Vo II < A.

(2) ist aquivalent zu (SR2). Da fUr (x, z) E' B* gilt:

I f(x)1 i z - L'O(XY

und

sgnf(x) = sgn(v(x) - 1'o(x)) = sgn(z - vo(x)),

folgt fur (x, z) E' B*:

2(z - vo(x»)(vA(x) - vo(x)) ? 2f(x)(vlx)- vo(x))

, vb") - vo(x)1 2 .

Also ist (SRI) erfUllt.

SATZ 3.5. V C C(B) sei stark regular bei Vo E' V und H: B -~ ~r(iC) ober
halbstetig. Dann ist Vo genal! dann eine Minimallosung zu fl, falls fiir jedes
v E' V gilt:

min Re{(z - l'o(X))(v(x) - vo(x»)} o.
(x,z)ED[H,l'oJ

Beweis. Die Hinianglichkeit folgt aus Satz 3.2. Notwendigkeit: Wir
nehmen indirekt an, es gebe ein v E' V mit

min Re{(z - vo(x))(v(x) - vo(x))} = a ::> O.
(x,Z)ED[H,vol
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Bilden wir
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U := {(X, z) E B X H(B) i Re{(z=-~v~(X))(l'(X) - l'o(x)} :> aI2},

dann ist U wegen der Stetigkeit von Re{(z=-vo(x))(v(x) -- vo(x»} offen in
B x H(B). AuBerdem ist D(H, vol C U.

Fur jedes (x, z) EVe B X H(B) gilt:

Re{(z - uo(x»(c(x) - Coey))} a12.

Wegen der starken Regularitat von V bei Vo gibt es zu jeder reellen Zahl
A :> 0 ein v, E V mit:

(I) 2 Re{(z .- vo(x))(v,(x) - vo(x»)}

(2) 1', - Co I <: A.

Fur jedes (x, z) E U gilt nun die Abschatzung:

V,\(x) - vo(;r)[2 niT (x, z) E V,

I v,(x) - z? = [vlx) - l'o(x) + vo(x) ...- z ;2

= : vo(x) - z '2 -- 2 Re{(z ='co(x»)(u,(x) - vo(x))}

[ v,(x) - Co(X)1 2

<: I vo(x) - Z,2.

Zu WI := B X H(B) - U betrachten wir die Punktmenge

W := {(x, z) EO WI Z E H(x)]

und wollen zeigen, daB W abgeschlossen ist in B X H(B):
Das Komplement von Win B X H(B) ist

'{JW == {(x, z) E B X H(B) i (x, z) E U oder Z $ H(x)}.

Wir machen zwei Fallunterscheidungen:

(a) (xo , zo) E 't'W mit (xo , zo) EO U: Dann ist U eine offene Umgebung
von (xo , zo) in B X H(B) mit U C ({Jw.

(b) (xo , zo) E '6'W mit Zo rt H(xo): Wie im Beweis von Hilfssatz 2.5(a)
existieren in H(B) offene Umgebungen Ul und U2 von H(xo) bzw. zo mit
UI n U2 = 0. Da H oberhalbstetig ist, gibt es eine offene Umgebung
W2(xo) in B, so dal3 H(x) C U1 fUr aIle x E W2(XO)' Dann gilt auch:
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W2 X U2 ist eine affene Umgebung yon (xo , zo) in B >~ H(B) mit
W2 X U2 C 'f?W.

Aus (a) und (b) falgt: Wist abgeschlassen in B X H(B). Damit ist W
auch kampakt und es gilt:

E*:= max i vo(x) - z I < Ll(vo)·(x,Z)EW

Wir wahlen nun 0 < A < Ll(vo) - E*. Dann gilt fUr (x, z) E W:

I vlx) - z l:c-; vA(x) -- vo(x) I + I vo(x) - z

< A + E* < Ll(vo).

Damit gilt Ll(vA) < Ll(vo)
1m falgenden wollen wir zeigen, daB die bei Vo stark reguliiren Funktianen

systeme gerade durch die Bedingung

min Re{(z - vo(x))(v(x) - vo(x))} ~ 0
(x,z)ED[H, vol

charaktel'isiel't werden, wenn Vo Minimallosung zur aberhalbstetigen AbbiI
dung H ist. 1m Gegensatz zu Brosawski [5], del' einen ahnlichen Charaktel'i
sierungssatz fUr l'egulal'e Funktionensysteme hel'geleitet hat, benutzen wir
im Beweis nicht den Erweiterungssatz fUr stetige Abbildungen yon J. Du
gundji, sondern konstruieren die erforderlichen Abbildungen aus bereits
yal'gegebenen. Deshalb gilt unser Satz auch fUr kompakte Riiume, die nicht
metl'isch sind.

SATZ 3.6. Eine Teilmenge V C e(B) ist genau dann stark regular bei
Vo E V, }venn gilt: 1st Vo eine Minimallosung fur die oberhalbstetige Abbi/dung
H: B ---+ .%(C), so giltfiir jedes Element v E V:

min Ref(z - c~(x))(c(x) - vo(.x-))} O.
(x ,z)ED[H, "0]

Beweis. Die Notwendigkeit del' Bedingung wurde in Satz 3.5 gezeigt.
Hinlangigkeit: Gegeben seien ein Element v E V und eine kampakte Teil
menge B* C B x iC mit

Re{(z - vo(x))(v(x) - co(x))) o fUr (x, z) E B*

und eine reelle Zahl A O. Da B* kompakt ist, gibt es eine rceIle Zahl
f3 0 mit

Iz- volx): ?': /3 fUr (x, z) E B*.



226

Wir bilden nun die Mengen:
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B 3* := {(x, z) E B X pr2(B*) I :y e::;; Re{(z - vo(x))(v(x) vo(x))})

B4* := {(x, z) E B X pr2(B*) !0 Re{(z~- vo(x))(v(x) - vo(x))} "'~ ex]

B5* := {(x, z) E B X pr2(B*) i Re{(z - vo(x))(v(x)- vo(x))} e::;; 0:.

Dabei ist pr2 die Projektion auf die zweite Komponente. Es ist klar, daB
B* C B1* n B3*. Die Funktionen

und

l
G: fUr (x,z)EB3 *,

g2(X, z):= Re{(z ~ vo(~))(v(x) -* l'o(x))}
o fur C\, z) E B5 ,

sind in B X pr2(B*) stetig.
Zu G := (IJex[3)gl . g2 betrachten wir die Abbildung

lex, z) := lmin([3, A) G(x, z) + vu(x)

von B X pr2(B*) in iC und definieren fur x E B

H(x) : =.c lex, pr2(B*)).

Wir behaupten: H: B -+ Jf'(iC) ist oberhalbstetig.
Da G beziiglich z stetig ist, ist H(x) kompakt flir jedes x E B. Sei jetzt

Xo E B und U eine offene Umgebung von H(xo). Da H(xo) kompakt ist, gibt
es ein EO > 0, so daB U.(~) C U fUr jeden Punkt ~ E H(xu). G(x, z) ist in
B X pr2(B*) stetig, also existieren zu EO und (xu, z) E B X pr2(B*) offene
Umgebungen WzCxo) in B und W(z) in pr2(B*) von X o bzw. z mit

I G(xo , z) - G(x, 7))] < min(~~)

UZEPr
2
(B') W(z) ist eine offene Oberdeckung von pr2(B*), deshalb gibt es
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wegen der Kompaktheit von pr2(B*) 11 Punkte ZI , .•• , Zn in pr2(B*}, so daB
U~~I W(z,) eine offene Uberdeckung von prlB*) ist. Setzen wir

n

WI := n Wz/Xo)'
1"'-1

dann ist WI affene Umgebung von X o und

[ G(xo , z) - G(x, z)l < mintf3, A)

Da 1'0 in B stetig ist, gibt es eine affene Umgebung W2 von X o in B mit
! vo(xu) - Vu(x) I < E/2 flir x E W2.

Damit gilt fUr (x, z) E (WI n W2) X pr2(B*):

If(xo , z) - f(x, z)1 ::;; tmin(,8, A) I G(xo , z) - G(x, z)1 + I vo(xo) - vo(x)j

< €,

also f(x, z) E U.
Daher ist H(x) C U fUr x E WI n W2 und die Behauptung bewiesen. Die

Abbildung H hat das Element 1'0 nicht als Minimallosung, denn es gilt:

D[H, 1'0] = {(x, Y) E B x iC I (x, z) E BI * n B3* und Y) = f(x, z)}

und damit

Re{(Y) - vo(x»(v(x) - vo(x»} = Reg min(,8, A) G(x, z)(v(x) - vo(x»)

_ ~ min(,8, A) ~ _ , " .. t
-- 2 [ z _ vo(x)[ Re{(~ Lo(X»)(v(x) - 10(X»)

> 0 fUr (x, Y) E D[H, 1'0]'

Nach Voraussetzung ist also Vo keine Minimallosung zu H, es gibt daher ein
Element VA E V mit ..::::l(vJ < ..::::l(vu) = '}min(,8, A). Dann ergibt sich die Ab
schatzung:

:( max {a(vo(x), H(x) + a(vA(x), H(x))} (3.1)
xEB

::;; ..::::l(vo) + ..::::l(VA) < A.
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Fur jeden Punkt (x, Yj) E D[H, 1'0] gilt:

1 Yj - c,lX}2 = j Yj - l;oC,) (c,\(x) 1'(j(x)W

. Yj -- Vo(X)i 2 - 2 Re{(Yj -~ l'o(x))(v,\(x) - vo(x»)

j 11,) - 1'o(X) 2

< j Yj -- 1'o(X)2.

Daraus folgt flir (x, z) E B* und Yj = fIx, z):

vlx) - vO(x)i 2 < 2 Re{(Yj - vo(x»(1',\(x) - 1'o(x)]

min(j3, A) . .
= I 7 _ , ( )1 Re{(z - vo(x»(v,\(x) - zo(x))} (3.2)

4 1 0 X

Aus (3.1) und (3.2) folgt die starke Regularitat von V bei 1'0'

Wir wollen nun die stark regularen Funktionensysteme auf eine andere
Art charakterisieren: Gilt Re{(z - 1'o(x)(v(x)-- vo(x))} 0, so muG der
Winkel zwischen z - vo(x) und v(x) ~. l'o(X) dem Betrag nach kleiner als
1T/2 sein. Der Vektor z - vo(x) liegt also in der schraffierten Halbebene
(Abb. I). Nun muG aber auch

fur aile (x, z) E B* sein.

Hat man wie in Abb. 1 zwei Vektoren 2 1 - vo(X) und Z2 vo(x) mit (x, 21)
und (x, 2 2) aus B*, so bleibt fUr vA(x)-- Vo(x) nur der Winkelraum 2' ubrig.

z - v (x)
1 0

ABBILDUI'G 1.

\/ (x) -va (XI
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Dieser Winkelraum wird urn so kleiner, je naher Zl - voCx) und Z2 - voCx)
an die Grenzgerade g rlicken. Durch diese Betrachtung wird man zu folgen
der Definition angeregt.

DEFINITION 3.3. Eine Teilmenge V C CCB) hei13t asymptotisch punktweise
konvex bei Vo E V, wenn fUr jedes v E:: V und jede kompakte Teilmenge
B' C B, auf der vCx) - vo(x) i' 0 ist, und zu jeder reellen Zahl A :> 0 und
jeder Zahl Emit 0 < E < 77/2 ein v/ E Vexistiert mit folgenden Eigenschaften:

(APK1) u/Cx) - voCx)fe 0 fur x EO B',

(APK2) ~(x) - E < ~r:(x) < ~(x) + E fUr x E B',

wobei eid>(x) = sgn(u(x) - vo(x)) und eie'/IX) = sgn(u,\«x) - Vo(x)) ,

(APK3) vr: - Vn II < A.

Dabei ist die Funktion sgn z fUr z cp 0 definiert durch sgn z := z/ I z i und
fUr z == 0 durch sgn z := O.

SATZ 3.7. V C qB) ist genal! dann as}'mptotisch punktweise konvex bei
Cn E V, wenn V stark regular ist bei Un .

Beweis. (a) V sei stark regular bei Vo E V: Sei v E Vund vCx) - vo(x) of= 0
auf der kompakten Teilmenge B' C B. Weiter sei A :> 0 und 0 < E < 77/2
vorgegeben. Wir setzen fUr x E B'

id>(x) L:(x) - l'ne,)e =-------
I vex) - l'n(x)l

mit -77 < ~(x) :S;: 77 und bilden zu jedem x E B' die Paare:

Bildet man

B1 := {(x, z) E B x iC i X E B' und z = Zl(X)}

und

B2 := {(x, z) EB x iC I x EB' und Z = Z2(X)},

dann sind B1 und Bz kompakt, also auch ihre Vereinigung B* = B1 U B2 •
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Fur (x, z) EO B* gilt:
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Re{(z ~- L'o(x)(v(x) - 1'o(x))

Re{e1(-d,(x)±(rr!2)~E) j 1'(x) - 1'o(x)i ei1>(.x;):

= I 1'(x) - L'o(x) 1 cos((7T/2) ~- E) = 1'(X) ~- 1'o(x) 1 sin E.

Da B' kompakt ist, gibt es ein a 0 mit

I v(x)~- vo(x) a

Also gilt fUr aile (x, z) EO B*:

fur aile x EO S'.

Re{(z - vo(x»(v(x) - 1'o(x»] > a sin E O.

Aus der starken Regularitat von V bei Do foIgt dann, es existiert V, EO V mit

(I) Re{(z - vo(x)(vA(x) - co(x))] 0

(2) 11 VA - l'o Ii < A.

fur (x, z) E: B*,

Setzen wir nun l'/ c.=. VA , dann ergibt sich aus (1) die Bedingung (APK I) und
auch (APK2), denn der Winkel zwischen vA(x)- vo(x) und z ~- vo(x) muG
dem Betrage nach kleiner als 1T/2 sein. Betrachtet man dies fUr (x, ZI(X)) und
(x, Z2(X)), so ergibt sich sofart (APK2). (APK3) ist aquivalent zu (2).

(b) V sei asymptotisch punktweise konvex bei Vo E: V: B* sei kompakt
in B X C und

Also ist

Re{(z - vo(x))(1'(x) ----- l'o(X)): 0 fur (x. z) B*.

.~ : inf Re{(z ~ 1'o(x))(1'(x)-- v()(x))} O.
(x,;)EB*

Sei nun (z - vo(x))(v(x)~ vo(x)) = a(x, z) ibex. z), dann gibt es eme
Konstante K 0 mit

b(x, z) - K fur aile (x, z) E B*.

Wir wiihlen 0 E

0: cos E - K· sin E

Al als

1T/2 so, daG tan E ,til( oder gleichbedeutend damit:
O. Zu vorgegebenem A 0 bestimmen wir eine Zahl

, ~. cos E K . sin EO'

'\ := min (I\' 1.-l~-i-·-1
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Da V asymptotisch punktweise konvex ist bei Vo E V, gibt es ein Element

v~ E V mit,

(1) v~,(x) - vo(x) c/= 0 und

4>(x) - E < 4>~l(X) < 4>(x) + E

fUr aile x aus der Projektion von B* auf B(= B')

Wegen (1) gibt es eine Funktion 8(x) mit [8(x)[ < E, so daB 4>~,(x) =
4>(x) + 8(x) fur x E B'.

Dann gilt fUr aIle (x, z) E B*:

2 Re{(z - vo(x»(v~,(x) - t'ox»} -- \ t'~,(x) - vo(x)!,"

> [ v;,(x) - vo(x) I [2 Re{(z - I"o(x» eid>A, (x)} - ,\J

[
2 Re{(z -- vo(x»(v(x). - vo(x» eio(xl} _ \,]

= I v~,(x) - vo(X) 1 /\

I vex) -- L'O(X) I

! .c ( ) _ ,( ')1 [2(a(X, z) . cos 8(x) ~ b(x,~) . sin 8(x») _ \ ]
i 1,\ X 10 .X . ( ) (. ). /\,

1 , V X - Vo x ,

> I v' (x) _ v (x)[ [ 2(G: . cos E -_!,- . sin ..:2- _ ,\ ]
: '" 0 • i 1'(X) - I"()(X) I 1

, "( ,) _ . ( _)1 i 2«(\, . CO.S E - K . sin E) - \1]
; 1"1 X J..o .\ . I. I II. 'I" - Co'

Die Funktion v~, genugt also den Bedingungen (SRI) und (SR2).
Wir haben beim Beweis dieses Satzes in Teil (a) von der starken Regulari

t:H bei 1'() E V anstatt (SR I) nur die schwachere Bedingung

o fur (x, z) E 13"

benotigt. Es ergibt sich also als direkte Folgerung des vorstehenden Satzes.

SATZ 3.8. Ist C(B) die Menge del' libel' B stetigen, komplexwertigen Funk
tionen, dann is! V C C( B) genau dann stark reguliir bei Vu E V, \venn man in
del' Definition 3.2 die Bedingung (SRI) durch (SRla) ersetzt.
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Es soIl darauf hingewiesen werden, daB dieser Satz nur bewiesen ist,
falls man die starke ReguIaritat auf dem Raum der stetigen Abbildungen
von B in einen von iC verschiedenen unitaren Raum betrachtet.

Wir wollen nun ell11ge Beispiele stark reguliirer Funktionensysteme
behandeIn.

BEISPIEL 3.1 (Punktweise konvexe Funktionen). V C C(B) heiBt nach
Bfosowski [5] punktweise konvex, wenn zu jedem Paar von Elementen 1',

VoE V und zu jeder kompakten Teilmenge B' C B, auf der r(x) - 1'0(.\1 =;~ 0
ist, und zu jeder reellen Zahl'\ 0 ein Element v" E V existiert, so daG
sgn(v(x)- vo(x)) =c- sgn(vA(x)-- vo(x)) fill' x to B' und I v" ..... 1"0' ,\.

Die punktweise konvexen Funktionensysteme sind also eine TeiImenge
def asymptotisch punktweise konvexen und deshalb auch stark regular. Falls
C(B) die Menge del' tiber B stetigen, reellwertigen Funktionen ist, zeigte
Brosowski [5], daB die punktweise konvexen und die reguEiren Funktionen
systeme iibereinstimmen. Somit ist in diesem Fall auch punktweise konvex
mit stark regular identisch.

Als BeispieIe fUr punktweise konvexe Funktionen seien genannt (Bro

sowski [5]):

(a) Lineare Funktionen. V ist bier ein linearer Teilraum von e(B).

(b) Rationale Funktionen. P und Q seien lineare Teilraume des linearen
Raumes C(B) der auf B stetigen, reellen Funktionen. V sei die Menge alIer
Quotienten (p/q)(p E P, q E Q) mit auf B positivem Nenner.

BEISPIEL 3.2 (Asymptotisch konvexe Funktionensysteme). V sei eine
Menge von Elementen v(a, x) aus C(B), die von einem Parameter a E A
abhangen. Nach Meinardus und Schwedt [14] heif3t Vasymptotisch konvex,
wenn zu jedem Paar a, b der Parametermenge A und zu jedem reelIen t mit
o t 1 ein Parameter aU) E A und eine auf B [0, I] reellwertige, stetige
Funktion g(x, t) existiert, so daB

(AKl)

(AK2)
t -~ 0 ist.

g(x, 0) 0 fur x E B,

i«1 - tgC t) eta, .) + tg(', t) l'(b, -) - v(a(t),') c= o(t) fiir

Es seien nun v(a, x) und reb, x) Elemente eines asymptotisch konvexen
Funktionensystems V. Weiterhin sei B' kompakt in B mit v(b, x) - rea, x) y' 0
fiir aile x E B'. Da V asymptotisch konvex ist, gibt es zu jedem t mit
o ~ t < 1 einen Parameter aft), so daG fUr x E B gilt:

U(a(I), x) = (I - tg(x, I») rea, x) + tg(x, t) v(b, x) + th(x, I),
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wobei lim H h(·, t),' = O. Durch eine Umformung erhalt man:
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v(a(t), x) - v(a, x) = t[g(x, t)(v(b, x) - rea, x)) --L hex, t)] (3.3)

und

r(a(t), x) - rea, x)1 t[ K lr(b, .) - v(a, ')l --;-- h(', t)ll],

wobei

K = max 't g(x, t)l.
(x,t)EBX[O,l]

Also gilt:

" v(a(t), .) - v(a, .)1 =, 0(1) fur t --->- O. (3.4)

Wegen der Kompaktheit von B' gibt es eine Zahl ex 0 mit

I v(b, x) - v(a. x)1 fUr aile x E B'.

Sei G = minnB g(x, 0), dann ist G 0, und wir wahlen 0 <: t.r ~ lund
eine offene Umgebung Vex) C B so, daB

g(~, t) G/2 fur (~, t) E Vex) X [0, t'l['

Da B kompakt ist, gibt es nun ein to mit 0 <: to lund

g(x, t) Gr2 fUr (x, t) E B X [0, to]'

Fur 0 to und x E B' folgt aus (3.3):

v(a(t), x) - rea, x)

= tg(x, t)(t(b, x) - v(a. x)) [I '

Dabei ist

_~-c-;I,-I(._X, t) ]
g(x, t)(l'(b, x) - v(a, x)) .

(3.5)

I
hex, t) I ~ 2 Ii h(-, t)ll

g(x, t)(l'(b, x) - rea, x)) ~~-;-

Also ist fiir 2' h(-, t)I/(G . ex) <: I das Argument der komplexen Zahl
I + hex, t)/[g(x, t)(v(b, x) - D(a, x))] dem Betrag nach kleiner als

7T Ii h(', t)l/(G . ex). Aus (3.5) folgt also mit lim t _ o " h(·, t)!l = 0 die Bedingungen
(APK I) und (APK2). (APK3) folgt aus (3.4). V ist damit asymptotisch
punktweise konvex, also stark regular.
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Gerade die linearen, rationalen und asymptotisch konvexen Funktionen
systeme wurden von Brosowski [5] als BeispieIe reguIarer Funktionensysteme
angegeben. Es stellt sich also die berechtigte Frage, ob die stark regularen
Funktionensysteme uberhaupt eine echte Teilmenge der regularen darstellen.
Wir betrachten dazu diesem Beispiel.

BEISPIEL 3.3. B sei eine einpunktige Menge, jede stetige, kompIexwertige
Funktion auf B wird also durch einen Punkt in der komplexen Ebene repra
sentiert: C(B)~ C. Als Teilmenge V in C wahlen wir

V:= {O} u {x -+ iy ; 0 <:. ! x ! I und x" y :2 x

u {x -+ iy I I ; x < C/J und x 2 y x" -+- I},

die wir durch Abb. 2 veranschaulichen.

).i

t

r·

j ,.- \

\<'~!--: .
---- -1-- .~--_..

- \ 1

ABIlILDUM; 2.

Bei jedem inneren Punkt Co fC I ist V asymptotisch punktweise konvex, also
reguHir und stark regular, ebenso bei jedem Randpunkt von V, der verschie
den von null ist. V ist jedoch nicht asymptotisch punktweise konvex im
Nullpunkt: man kann zum Beispiel V= 3 -1- 9i wahlen. Dagegen wollen wir
zeigen, daB V regular im Nullpunkt ist: Sei also v E V gegeben und IE C
mit

O.

Dann kann I nieht auf der negativen imaginaren Aehse liegen. Weiter sei
A 0 vorgegeben. Wir machen 3 Fallunterscheidungen:
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(I) f = x + iy mit x
r, E: V und wir konnen ein EO

0: Sei E:> 0 und 1',:= E +- iE2, dann ist
o so bestimmen, daB

(a) 2(x + YEo) :> Eo + Eo3
,

(b) E0
2 -+- E0

4 A.

FUr 1"0 gilt dann:

Fur D,\ : = r, ist also (Rl) und (R2) erfiillt.
o

(2) f = x + iy mit x < 0: In diesem Fall setzen wir fur E:> 0
r c : = - E+ iE2

• Wieder ist D, E: V und wir wahlen ein EO so, daB

(a) 2(-x + yEo) :> EO + Eo3
,

(b) E0
2 + EO'! < A.

Fur 1"0 gilt dann:

Also ist fUr VA : = 1"0 (R I) und (R2) erfiillt.

(3) f == iy mit y 0: Sei E 0 und v, := E~ iE, dann ist V, E: V fUr
o < E lund wir konnen ein Eo so bestimmen, daB

(a) O<Eo<l,
(b) EO < y,
(c) 2Eo

2 < A.

Fur 1"0 gilt dann:

Setzt man D,\ : = 1"0 ' dann ist (Rl) und (R2) erfiillt.

Wir haben also gezeigt, daB V regular, jedoch nicht stark regular ist.
Wir konnen an diesem Beispiel auch sehen, daB das Kriterium von

Satz 3.2 fUr reguHire Funktionensysteme nicht notwendig ist. Die oberhalb
stetige Abbildung II werde repriisentiert durch die zweipunktige Menge
{Zl = I -+- ii, Z2 = ~ I + ii}. Dann ist Do = 0 Minimallosung zu H, denn
gabe es bessere Approximationen als 0, dann miiJ3ten diese im schrag
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ABBILDUI"G 3.

schraffierten Teil der Abb. 3 liegen. Setzen wir nun v = 4
l' E V und es gilt:

16i, dann ist

min . Re{(z - vo(x))(c(x)
(x ,z)ED[JI, voJ

co(x»):

= min Re{z·r'
i=1,2 tJ

min[Re{(1 - }i)(4

= min{4 8, -4 8}

16i)}, Re{(- I --1i)(4

O.

16m]

Nach dem Parameter dijferenzierbare Annaherungsfunktionen

V sei eine Menge von Elementen v(a, x) aus C(B), die von einem Parameter
a E A abhangen, A sei eine offene Teilmenge eines Banachraumes E, dessen
Norm wir mit '11: bezeichnen, Wir setzen voraus, daI3 v(a, ') filr jeden
Parameter a (C, A eine Frechetsche Ableitung nach dem Parameter a besitzt.
Dabei heiI3t rea, .) an der Stelle a Frechet-differenzierbar, wenn es eine
beschrankte, fliT aile bEE lineare Abbildung des Banachraums E in den
linearen Raum C(B) gibt (deren Wirkung auf ein Element hE E wir mit

F[b; a. 'j: B -)-:C

Xi )-F[b; a, x]

bezeichnen), so daI3

II v(a + b, ') -- v(a, -) - F[b; a, ']: ~'oU b !:d fUr I biE ~ O.

Die Abbildung F[b; a, .] heif3t die Frechetsche Ableitung von v(a, .) nach
dem Parameter a. Mit 2[aj bezeichnen wir den linearen Teilraum von C(B),
der von allen Elementen F[b; a. 'j mit bEE aufgespannt wird. Die Dimen
sion dieses Raumes sei d[aj.
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Zur Abklirzung flihren wir noch folgende Bezeiehnung ein: Eine Teil
menge V C C(B) hat die Eigensehaft (D), wenn gilt: Die Elemente
t:(a, .) E V hangen von einem Parameter a ab, der in einer ofTenen Menge A
eines Banaehraums E variiert. Ferner existiere flir aile a E A die Frechetsehe
Ableitung naeh a.

Wir wollen im folgenden fUr solche Funktionensysteme ein notwendiges
Kriterium flir eine Minimallosung angeben. Meinardus und Sehwedt [14]
haben diesen Satz flir die TsehebysehefTapproximation stetiger Funktionen
bewiesen.

SATZ 3.9. V sei eine Teilmenge WI! e(B) mit der Eigenscha(t (D). 1st
v(a, .) eine Minimallosung fiir die oberhalbstetige Abbi/dung H: B ---+ .:Jf"(iC),
so gilt fiir aile bEE:

min Re{(z - rea, x)) F[b; a, xl} :s:; O.
(x ,z)ED[H, ,o(a,')]

Beweis. Wir nehmen indirekt an, es gebe ein bEE mit

min Re{(z - u(a, x) F[b; a, xJ) O.
(x,z)ED[H,v(a,')]

Dann gibt es eine reelle Zahl ex > 0 und eine offene Umgebung U von
D[H, v(a, .)] in B X H(B), so daB

Re{(z - v(a, x») F[b; a, x]J ? 2ex

ist flir (x, z) E U. Da nun A eine ofTene Menge von E ist, gibt es ein to, so
daB flir aile t mit 0 :s:; t < to der Parameter a + tb in A liegt.

Flir (x, z) E U und t -+ 0 gilt dann:

Re{(z - rea, x)(r(a + tb, x) - rea, x»)

= Re{(z - c(a, x)) F[tb; a, x]}

+ Re{(z - v(a, x))(v(a -+ tb, x) - rea, x) - F[tb; a, xl)}

? 2ext - i z -- rea, x)1 . I t;(a -+- tb, x) ~ rea, x) - F[tb; a, xJi

= 2ed - oft).

Die letzte Ungleichung folgt wegen der Beschranktheit von 1z - v(a, x)1 in
U.

Es gibt also eine reelle positive Zahl t1 < to, so daB flir aile t mit
o < t :s:; t1 und aile (x, z) E U gilt:

Re{(z - t:(a, x»)(v(a + tb, x) - v(a, x»)} ? ext. (3.6)
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Weiterhin gilt fur t~ 0 die AbschiHzung:

v(a -j - tb,') v(a, '),

II F[tb; a, ·JII +- ii v(a~- tb, .) -- v(a, -) - F[tb; a, .J!

~= t '11 F[b; a, ']:i + oCt).

Es gibt also eine positive Zahl 12 t1 , so daB fUr aIle t mit 0 < t( t2 gilt:

v(a + tb, .) -- v(a, ')11 21' F[b; a, ·JII.

Aus (3.6) folgt nun fUr (x, z) E U und 0 t <.. ta mit

ta := min (t 2 , 211 F[b: a, lITd :
I v(a + tb, x) -- v(a, x)1 2 4/ 2 • Ii F[b; a, ']11 2

2 I F[b' a ']1'21
=, 2ext.' " I

'ox

(3.7)

2 Re{(z ~ v(a, x»(v(a + tb, x)- v(a, x»}.

(3.8)

Der weitere Beweis verHiuft analog zum Beweis von Satz 3.5. Aus (3.8) folgt
namlich fUr (x, z) E U und 0 <.. t < ta :

I v(a T tb, x) -- z 1
2

II"(a, x) - Z 12 -- 2 Rc{(z ~l,(ci,-x»(v(a, tb, x) - v(a, x»]

v(a + tho x) -- da, x)i 2

11'(a, x) - z i2
.

W1 : = B X H(B) - U ist abgeschlossen in B :< H(B) , ebenso

W : = {(x, z) E WI Z E H(x)}.

Wieder ist

E* :=c max i I"(a, x) --oz <.. L1(v(a, .».
(X,Z)EW

Wir wahlen nun eine positive Zahl T mit

_ .' L1(v(a, .»- E* .
T <.. mill ~t3' 2 il F[b; a, ']11 ),
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dann folgt fUr (x, z) E W aus (3.7):

v(a + Tb, x) - z ! ! v(a + Th, x) - v(a, x)! + ! v(a, x) - z

2T,1 F[b; a, .I! + E*

< .1(F(a, ')).

Damit gilt also insgesamt:

.1(v(a -'- Tb, -)) < .1(v(a, .)).
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Mit Hilfe dieses Satzes ergibt sich noch folgendes notwendige Kriterium
fLir endlichdimensionales £7[a].

SATZ 3.10. V sei eine Teilmenge von CeB), die die Eigenschaft CD) erfill/t.
1st v(a, .) eine Minimallosung fur die oberhalbstetige Abbi/dung H: B -'>- Jf'(C)
und hat £7[a] die endliche Dimension d, dann ist der Nullvektor in der konvexen
Hillle der Menge S := {(z - v(a, x)) m(x) ! (x, z) E D[H, v(a, .)]} enthalten,
wobei m(x) = (b1(x), ... , bix)) ist und b1 , b2 , ••• , bd eine Basis von £7[a]
bilden.

Beweis. Nehmen wir an, der Nullvektor liege nieht in der konvexen
Hiille der Menge S. Dann gibt es naeh dem Trennungssatz fUr konvexe
Mengen einen d-dimensionalen Vektor c, so daB

Nun gilt aber:

Re{<c, s)} :::> 0 fUr aIle s E S.

\ d.·

Re{<c, s)} = Re I(Z - v(a, x)) i~ cibb);o

Deshalb ist also fiir das Element L~~l c;blx) E £7[a]

fur aIle (x, z) E D[H, v(a, .)].

Naeh dem vorhergehenden Satz kann dann v(a, .) keine Minimallosung sein.
Wir wollen jetzt untersuchen, wann die Bedingungen der beiden vorher

gehenden Satze auch hinreichend sind fUr eine MinimaIlosung. Dazu sei wie
bei Brosowski [5] Vein asymptotisch konvexes Funktionensystem, das der
Bedingung (D) genugt. Nach Definition der asymptotischen Konvexitat gibt
es filr a, b E A eineo Parameter aCt) E A, so daB fUr t -'>- 0

1,(1 - tg(-, t)) v(a, .) + tg(', t) v(b, .) - v(a(t), ')11 = oCt).
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Wir nehmen weiter an, daB das System der folgenden Bedingung (B) genuge:

(B) 1. Die Abbildung a(t) des JntervalJs [0, 1] in ACE sei rechtsseitig
Frechet-differenzierbar im Punkt O.

2. a(O) = a.

Deswegen gilt fUr 0 < t 1:

a(t) - a oc-..c a(t) - a(O) ec= ta'(O) + ret)

mit

II rU)IIE~ O.
t

Aus der Definitionsgleichung fur asymptotische Konvexitat folgt fUr t -+ 0:

II v(a(t), .) - v(a, .) - g(x, t)(v(b, .) - c(a, ·))11 = 0(1). (3.9)
i, t I:

Wegen der Bedingung (D) folgt fUr t -+ 0:

II
v(a(t), .) - v(a, .) _ F[aU) - a; a, ']11

t t II

= v(aU),') - v(a, .) _ F [a'(O) --I- ret) . a .]il
l
'

t ' t ' , [,

II
v(aU), .) - v(a, .) F[ '(0)' ] F [r(t). ]:

= - a a' - -- a . I',
:1 t ,,- t" r

0(11 aU) - a liE = 0(1).
t

Da nun

(3.10)

fur t -+ 0,

folgt also aus (3.9) und (3.10) fUr alle x E B:

(F) F[a'(O); a, x] = g(x, O)(v(b, x) - v(a, x)).

Diese Formel stammt von Brosowski [5].
Wir erhalten nun die Umkehrung von Satz 3.9.

SATZ 3.11. V sei ein asymptotisch konuexes Funktionensystem, das den
Bedingungen (B) und (D) genugt. Dann ist u(a, .) E V genau dann eine Mini-
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mallosung fur die oberhalbstetige Abbildung H: B -+ ,%(C), wenn fur aile
bEE die Ungleichung

min Re{(z - rea, x)) F[b; a, xl} S;; 0 gilt.
(x ,=)ED[H, r(a, .)]

Beweis. Wegen Satz 3.9 brauchen wir nur noch zu zeigen, daB die Bedin
gung hinreichend ist: Ftir a]]e (x, z) E D[H. rea, .)] gilt bei beliebigem bE A
wegen Formel (F):

Re{(z - v(a, x)) F[a'(O); a, xl}

== g(x, 0) Re{(z - rCa, x))(v(b, x) - rea, x))}.

Da g(x, 0) > 0 ist fUr a]]e x E B, folgt also:

min Re{(z - v(a, x))(r(b, x) - rea, x))] O.
(x ,=)ED[H,v(a, .)]

Wegen Satz 3.2 ist damit rea, .) Minimallosung zu H.
Urn die Umkehrung von Satz 3.10 zu erhalten, brauchen wir noch einen

Satz von Caratheodory tiber konvexe Mengen.

HILFSSATZ 3.2. (Caratheodory). Jeder Punkt der konvexen Hulle einer
Teilmenge A eines n-dimensionaien reellen (komplexen) iinearen Raumes ist
ais konvexe Linearkombination von hochstens n + 1(2n + 1) Punkten aus A
darstellbar.

Beweis. Vgl. Cheney [6, Seite 17].

SATZ 3.12. V sei ein asymptotisch konvexes Funktionensystem mit den
Eigenschaften (B) und (D). Weiterhin habe .:e[a] die endliche Dimension d.
Dann ist rea, -) genau dann eine Minimallosung fur die oberhalbstelige Abbi/
dung H: B -+ Jf'(C), falls der Nullvektor in der konvexen Hulle der Menge S
liegt (S wie in Satz 3.10).

Beweis. Wir brauchen nur noch die Hinlanglichkeit zu zeigen: Sei also
oE conv(S). Nach dem Satz von Caratheodory gibt es nun endlich viele
Vektoren

ZI - rea, Xl) ~(XI)' Z2 - rea, x 2) ~(X2)"'" Zn -- ['(a, X n) }B(xn)

mit (x, , zil E D[H, rea, .)] fUr I ,,;; i ,:;; n und

n

I CYi(Zi - rea, Xi)) ~(Xi) = O.
i~I

Dabei ist L;~l CYi = 1 und CYi ;?o 0 fUr i = 1,2,... , n.
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FUr jeden Vektor C E Cd gilt dann:

n d

= I (xlz,---=V(a, x~») I ckbk(X i ).

i-I ~-l

Damit gilt auch:

Da L;~l C'X i = 1 und C'Xi ;:: 0 fUr i = 1,2,... ,11, folgt:

Daraus folgt aber:

min Re I(z - D(a, x)) I.

d

Ckbk(X)/ ~ O.
(x,z)ED[H,v(a,)] I k~l \

Da bl , b2 , ••• , bd eine Basis von ~[a] bilden und C beliebig war, ergibt sich
fUr aIle bEE:

min Re{(z - D(a, x)) F[b; a, xl} ~ O.
(x,z)ED[H, V(a,)]

Also ist D(a, .) wegen Satz 3.11 Minimallosung zu H.

Eindeutigkeitskriterien

Bevor wir zu den Eindeutigkeitssatzen kommen, wollen wir noch eine
Bezeichnung einfiihren. V sei wieder eine Teilmenge von C(B) und Do ein
Element aus V.

DEFINITION 3.4. Eine Teilmenge B* C B x C hei13t extremal fur Do

bezuglich V, falls B* kompakt ist und fUr aile v E V die Ungleichung

min Re{(z - vo(x))(v(x) - DO(x))} ~ 0
(x,z)EB*

erfiillt ist.
Mit dieser Definition la13t sich Satz 3.5 auch so formulieren.
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SATZ 3.5a. V C C(B) sei stark regular bei VoE V und H: B --+ ~(q ober
halbstetig. Dann ist Vogenau dann Minimallosung zu HJalls D[H, vol extremal
ist fur Vo bezuglich V.

SATZ 3.13. Das Funktionensystem V C C(B) sei stark regular und Vo sei
Minimallosung fur die oberhalbstetige Abbildung H: B --+ ~(q. Danll ist die
Minimallosung eindeutig bestimmt, falls gilt: 1st vex) = vo(x) al!! einer Extre
malmenge fur Vo bezuglich V, die in D[H, vol enthalten ist, so ist vex) === vo(x).

Beweis. 1st VI eine weitere Minimallosung zu H, dann gilt fUr aIle
(x, z) E D[H, vol:

Z - L'1(x)1 2 = I z - VO(X)[2 - 2 Re{(z - vo(x))(v1(x) - vo(x))}

(3.11)

Daraus folgt also fUr (x, z) E D[H, vol:

(3.12)

Nach dem Charakterisierungssatz fUr stark reguliire Funktionensysteme bei
Vo (Satz 3.5) muf3 aber gelten:

min Re{(z - vo(x))(v1(x) - vo(x))} ~ O.
(x.z)ED[H,VoJ

Deshalb existiert mindestens ein (x', z') E D[H, vol mit

Re{(z' - vo(x'))(v1(x') - vo(x'))} = o.

FUr dieses (x', z') gilt dann nach (3.12): v1(x') = vu(x'). Wir definieren nun:

D' := {(x, z E D[H, vol i vo(x) = v1(x)}.

Nach dem vorhergehenden ist D' nicht leer, und D' ist abgeschlossen als
Urbild von {O} bei der stetigen Abbildung:

D[H, vol --+ C

(x, z) f-+ v1(x) - vo(x).

Wir wollen zeigen, daB D' extremal ist fUr Vo bezuglich V:
Nehmen wir an, dies sei falsch. Dann existiert ein V2 E V mit

fUr aIle (x, z) E D'.
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Da D' kompakt ist und vo(x) =c vl(x) fUr (x, z) c: D', gibt es eine offene
Umgebung U C D[H, vol von D' und eine Zahl Ct 0, so daB

Wegen (3.12) gibt es eine Zahl fL 0 mit

~t fUr alle (x,.::-) EO C

fiir alle (x, z) EO D[H, vo]-- U.

Wahlen wir A 0 so, daB A . .1(vo) fL/2, dan gibt es wegen del' starken
Regularitat von V bei VI ein 1'" E V mit:

(I) Re{(z - vo(X))(VA(X) - vI(x))} 0

(2) 1, 1'). - VI i A.

fUr alle (x, z) EO V.

Aus (I) und (3.12) folgt dureh Addition fUr (x, z) E' U:

Re{(z - l'o(X))(v,\(x) - vo(x))} o.

Fur (x, z) E'D[H, l'o]- U gilt:

.~~ Re{(z - vo(x))(vlx) -- i\(X)) Re{(z -- l"o(x))(vI(x)- l"o(x))}

fL -- i = i o.

Insgesamt gilt also fUr aIle (x, z) E'D[H, l'o], falls A . .1(vo) fL/2:

Re{(z - vo(x))(v).(x)-- vo(x))} o.

Dies ist abel' ein Widersprueh zu Satz 3.5. Also ist D' extremal fUr Vo bezi.ig
lieh V und damit i'I(X) 0= vo(x).

V sei nun wieder eine Teilmenge aus C(B) mit del' Eigensehaft (D) (Freehet
Differenzierbarkeit).

DEFINITION 3.5. V erfUllt die Haarsche Bedingung bei a E' A, wenn es eine
naturliehe Zahl n[a] gibt, so daB jedes Element aus 2'[a], das nieht identiseh
null ist, hOehstens n[a] - I Nullstellen in B hat und folgende Aufgabe
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losbar ist: (In) Zu je n[a] verschiedenen Punkten Xl' X2 , ... , Xn[aJ aus B und
zu je n[a] Zahlen CI , C2 , ••• , Cn[a] aus C gibt es mindestens ein Element
F[b; a, .] E 2[a], das den Gleichungen

F[b; a, Xi] = Ci fUr i = I, 2, ... , n[a] geniigt.

Nach Brosowski [5] erfiillt V die lokale Haarsche Bedingung, falls fiir
jedes a E: A eine natiirliche Zahln[a] mit obigen Eigensehaften existiert.

Bel11erkung. Falls V die Haarsehe Bedingung bei a E A erfiillt, dann ist
(In) eindeutig losbar.

Wir wollen noeh untersuehen, wie die Zahl n[a] mit der Dimension von
2[a] zusammenhiingt.

SATZ 3.14. V erfulle die Haarsche Bedingung bei a E A und d[a] = dim 2[a]
sei endlich. Dann ist n[a] = d[a].

Beweis. 1st bl , b2 , ... , bd eine Basis von 2[a](d = d[aD, dann gibt es
Punkte Xl , X2 , ... , Xd aus B, so daB die Matrix

(

bl(XI) biXI))
bl(X2) bix2)

bl(Xd) bi'd)

den Rang d hat. Also muB wegen der Losbarkeit von (In) n[a] :s;; d[a] sein.
Da aber die Losung eindeutig sein soli, [olgt n[a] = d[a].

SATZ 3.15. VC C(B) erfulle die Eigenschaft (D) und die Haarsche Bedin
gung bei a E A und sei stark regular. Weiterhin sei v(a, .) Minimallosungfur die
oberhalbstetige Abbi/dung H: B ----+ fCc) und die Differenz

v(b, x) -- v(a, x)

habe fur jedes bE A entweder hochstens n[a] Nullstellen in B oder sie ver
schwinde identisch.

1st dannfur je zwei Punkte (x, z) und (x, z') aus D[H, v(a, .)]

Re{(z - v(a, x))(z' - v(a, x))} > 0,

dann ist die Minil11allosung eindeutig bestil11mt.

Beweis. 1st Pv(H) = 0, dann ist H = v(a, .) und es ist niehts zu zeigen.
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Sei nun Pv(H) 0 und v(h, .) eine weitere Minimallosung. Nach dem Beweis
von Satz 3.13 ist die Menge

f)' :~ {(x, z) ~ f)[H, da, .)] ! r(h, x) = v(a, x)}

extremal fUr rea, .) bezuglich V und nicht leer.
Wir wollen nun zeigen, daG f)' mindestens n[a] + I Punkte mit verschie

dener erster Koordinate enthalt:
Dazu nehmen wir indirekt an, Xl , .Y:! •.•.• Xiii seien diejenigen verschiedenen

Punkte aus B (l In n[a]), fUr die ZI E H(Xi) existieren, so daG (Xi, z,) E' D'
fUr i = I, 2, ... , rn. Dann konnen wir wegen der Haarschen Bedingung bei a
ein Element F[b'; a, .] so wahlen. daG

F[b'; o. x;] = Zi-- da, x,)

Flir (Xi, Zi) gilt nun, da Pv(H) :> 0 ist:

flir i= 1,2, ... ,111.

Re {(Zi - rea, Xi» F[b'; a, Xi]} = Re{(z, -=v(a, Xi»(Zi~- rea, Xi»} O.

Flir (Xi, ZI) und (XI, z;') aus D' gilt nach Voraussetzung:

Re{(z;' - v(a, Xi» F[b'; a, Xi]} = Re{(z;' - v(a, X,»(Zi -- rea, X;))} O.

Insgesamt ergibt sich:

min Re{fi - r(a,x)) F[b'; a, x]] :> O.
(x,z)ED' .

(3.13)

Sei nun B' := {x E' B I v(a, x) = reb, x)}.
B' ist abgeschlossen in B und fUr die Einschrankung von H auf B', die wir

mit H IB' bezeichnen, gilt:

D[H I B', l"(a, .)] f)'.

Aus Satz 3.5a foIgt dann, daG v(a, .) Minimallosung ist zu HI B'. Dagegen
ergibt sich wegen Satz 3.9 aus (3.13), daB dies nicht der Fall sein kann. Aus
diesem Widerspruch ergibt sich, daB D' mindestens n[o] + 1 Punkte mit
verschiedener erster Koordinate enthalt.

Nach Voraussetzung gilt dann:

db, .) == rea, ').

Flir asymptotisch konvexe Funktionensysteme, die der Formel (F) geniigen,
gilt Satz 3.15 unter etwas schwacheren Voraussetzungen. Zunachst ergibt
sich aus Formel (F) sofort.
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HILFSSATZ 3.3 (Brosowski [5]). Es sei V eine asymptotisch konvexe Tei/
menge eon C(B), deren E!emente der Forme! (F) genugen. Eifullt V die Haarsche
Bedingung bei a E A, dann hat die DifTerenz

v(b, x) - l'(a. x)

entweder hOc/lSlens n[aJ - 1 Nullstellen in B oder sie verschwindet identisch.
Mit diesem Hifssatz und Satz 3.15 ergibt sich diesem Satz.

SATZ 3.16. V sei ein asymptotisch konvexes FUllktiollellsystem, das den
Bedingungen (B) und (D) genugt.

Erfullt V die Haarsche Bedingung bei a E A LInd ist v(a, .) Minimallosung
zur oberhalbstetigen Abbi/dung H: B --Jf'(iC) mit

Re{(z - v(a, x))(z' - v(a, x))} :> 0

fur je zwei Punkte (x, z) und (x, z') aus D[H, v(a, ')J, dann ist die Minimal
IOsung eindeutig bestimmt.

Fur den Spezialfall der linearen Simultanapproximation wurde dieser Satz
von Diaz und McLaughlin bewiesen [IOJ.
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